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������ 
���� ���

��� ������
�' ������$����� �
�	�� ��� ���� 	� �
����� ��

Ui = max
rt,i

ˆ t̄

t=t

�−ρtrt,i · (pt(rt)− c(At)− τt) dt ����#

����
·
At = rt ���A0 = 0, ����At =

ˆ t

s=0

rsds, ��� rt =
∑

i
rt,i.

(� ��� ����������� �)����'# ����� ������
�' ��������� 
���� �
� �� ��� ���� ����

�������
� ��� ��
*�� �
��� �� ����������� �� ��� ��� ������ ���� ��� �����������

�)����'# ������
 �� ��*� ��� �+��� �� ��� ���
������ 
��� �� �
���� ���� ������� 	������

��� ���� 
��� �,��� ��� ��� ����� 
���� rt ≡ rt,i� -������ Pt �� ��� �������
�� 
���

�� ������ �� ��� �
��� ���� 
�������� rt · pt(rt) �� .,� ����#� �� ���� ���� �� ��� ���

�������
�� ��
����� �� ��� ����/

Pt,����(rt) ≡ ∂ [rt,ipt(rt)]

∂rt,i

∣∣∣∣
����

= pt(rt) + rtp
′
t(rt)

Pt,����(rt) ≡ ∂ [rt,ipt(rt)]

∂rt,i

∣∣∣∣
����

= pt(rt)

��*��� ���� ���� ������� �� ��� ��

�������� �����������

H = rt · (pt(rt)− c(At)− τt)− λtrt, ���0#

�� �

��� �� ��� ������� ��� �
�� �
��
 ����������/

∂H
∂rt

= 0 : Pt(rt) = c(At) + τt + λt ���1#

λ̇t = ρλt +
∂H
∂At

: λ̇t = λtρ− ċt, ���2#

���
� �� ������ ct ≡ c(At) ��� ���� ��� ���� ���� rt =
∂At

∂t
� �� ������ ċt ≡ ∂c(At)

∂t
=

∂At

∂t
∂c(At)
∂At

= rt
∂c(At)
∂At

� ��� ���
� λt �� ��� ������ ���� �� ���� t ��
 � ��
���� ���� ��


����
�� ����* ����
 ��� ��������� ���
������ �� At �
������ ������ ���� �������
 λt

 



�� � ��������	�
� 
���� �� ��	� � ������ �������� �	���� 	�� ���������� ��	��� ��	���	���

���	� ���� �� ������� ��� 	�� ��	��� �����
���� ����	 ���� 	�������� �� �������� �������

��� ��������� ��� ��������������� �������	 ����	���� ��� 	��  ��	������ �� !"� �#�$�

���� � ��� ��� t < t < t�

λt = �ρ(t−t)λt −
ˆ t

s=t

�ρ(t−s)
·
csds

λt = �ρ(t−t)λt +

ˆ t

s=t

�ρ(t−s)
·
csds. �#�%�

��� ��� ��� ���� �	���� �� ����� �� ���� ���� ��� �������� �� 	�� ������ ����
���

� �����	�� ������ �� 	��  ��� �&�	��� ������ ��� �� �������'

� (�����	� #' p(0) > c(0)� ����� �� 	�� ������� �� � 	��� 	���� ���� �� � �	���	��

����	�
� ��	���	��� ��	�� �	 ����	 �	 	�� �	��	�

� (�����	� )' p(0) <∞� ����� 	�� ����������� �� ���	�� ���� ���� �	��� �� ��	��	�
��
��	���� �� �������	�� ���� �� ��������� ���� �� ����	 ���� ���� 	�� ���
�� ��

��	���� ����	�	�	���

� (�����	� *' c(A) < p(0) ⇒ 0 < c′(A) < ∞� ����� �� ���� �� �� � ���������
��� ����	���� ��	���	����� 	�� ��	� �� �������� �� 	�� ��	���	��� ���	� �� �	���	��

����	�
� ��� ���	��

� (�����	� $' limr→∞ p(r) = 0� ����� ���� 	�� ������ ��	� 	���� 	� �����	�� 	��

�� ��� ����� ���� �� &����

� (�����	� %' +����� �������� �� 	�� ���	 ����� �����	���� ��� 	��  ��������	��

��������' 	��  ������� ��
���� �� �  ��������	�� �������� ����� �	 � ������� ������

�� ���������� �� 	�� ������	 ��	� �� ��	���	���� ����� ∂[p(r)+p′(r)r]
∂r

< 0 ����� �� 	��

���� �� 	�� �������� �� �������  ����	� ��� ∂[p(r,τ)+p′(r,τ)r]
∂r

< 0 �� 	�� ���� �� 	��

�������� 	����

��� ������	� 
���	�	�� �� ����� �����

,����	 �	������ ���� �� ������  ��� ����� ����� 	� ����
� !"�� �#�*� ��� �#�$� ��� 

	�� ���� �������  ��� �&�	��� ������ � 	�� ����� �� ��	��	��� ������ 	�� �� �	�����	�

�������� -	 ��� �� ������	��� ����� � �� ��� 
����	����� ���� ��	� .������� �� �����

����� ������	�
� ����� ����� ����
����	��� �� ��	����� �
	� 
� �	 �� ��
����� �� ����� ��

#/



�� � �������	 
��� �� �
�	 ��������	� �� � ������� ���� C� ������ ��� ����� ������ �����

���� pt ��� ��� �� τt �� ������ �� ����� ��� ��	� �
�� �� �� ������� ��� ��� ������

pt − τt − C� ���
���� ������ ���� ������ ��� � 
���
� ����� ��	
���� �� ����� ���

��		�� �
�� �� ���������� ������� ��		��� �
���� ��� ���� �� ������ t� �� �������		� 	����

�� ���	���� ���� �� ��� ���� �� ��� ������� ��	
� �� ��� ��� �����
� ������� ��������� ����

��� �� � �������	 ��	�� ��������� ��� ����	
�� ��� ����� �� ��� ���� �� ���������

d [pt − τt − C] /dt = ρ · (pt − τt − C) .  !�"#

$� �� ���� �� ��� ���� %��  !�"# ���	�� %���  !�&# ���  !�'#� ���� λt �� ���  �
����� ��	
�#

��� ����� � ��		�� ���� ���� ��		��� � 
��� �� �
�	� ��������	� �� ���� ct� �� ���� t�

(�� ���� ��		��� �� ���� �������� �� �������� ��� ���������		� ���������� ���

τt = τ0 exp(gτ t),

����� τ0 ≥ 0 ��� gτ ≥ 0� (�� ����	������ ��� ��������� �� ���� ������� ���
��� �����)

������ �
�	 ������ ��� � ������ ������� ������ �
���� p(x)� 	������ �� � ����� �����

������ p(0) <∞�

%��  !�"# ��� �� ��������� �� ṗt−C
pt−C = ρ+ τ̇t−ρτt

pt−C � ������ ����� ���� �������� ��� ����
�

*���		��� �
	�  *���		���� !+&!# ���� ��� ����
��� ������ ��� �� ��� ��������� ������

����� �� ��� �������� ����� ��� ������ ���� �� ��� ,*- �
������ ���� ��� �� �������

���������		� �� ��� �������� ����� gτ = ρ� ��� ��� ����� ��� ���	
���� �� ��� ������ ��

τt = τ0 exp (ρt) ���	�� τ̇t = ρτt� �
� ���� � �� ������� ������ ��� �������� ��� �	��� ��

��� ����� �����

��� ����	� ���������	 ���������� �		�� �� 
��������� ���� ���
�� ���
� ��� .���� /���)

�� ������	 ��� ���� ����� ��� ��� ���� (����� �� �� �	��� ���� ��� ���)��)�� ��	�� �����
��

pt − τt �
�� ������	� ���� ���� ������� ���� �������� ��	��0 ��������� � �������)	�������

�������	 ��		�� ��
	� ������	� �������� ��� ��� ������� ��	
� ������ pt− τt−C� �� �����)

������� ��� ��	��

-������ ��� ��������� ����� �
�� ����	� �������� ���� ����� ���� ��� ��� ��������

����
���� ��� ��	� ���� ��� ��� ���� �������� 	���� $��
�����	�� �� ��� ��������� ���

���
�����	 ��	�������� �� ��� 
���� ���� �������� ��������� ������ � �������� ��������

���� �� ������ ���	��� ���� ��� ����� ������ ���� ��		��� ��� 
��� ���� 	���� ���������

����� ����� �� ���� ����� ���� �������� �� ������ �����		� (�� ���	�����	 ������������

�������� ��� 
����� �� ����� C1 ��� C2� ����������	�� �� �� ��	� 
���� ������ P1 ���

P2 ��� ���� ς1 ��� ς2� �� � ���� t1 ��� t2 = t1 + δ� ���� δ > 0� ����������	�� $�

��
�	����
�� ����� ����������� ���
���� P1 − ς1 − C1 ≥ (P2 − ς2 − C1) exp (−ρδ) ���

!!



(P2 − ς2 − C2) exp (−ρδ) ≥ P1 − ς1 − C2� ����� �� ����	
 ����� � ������� C2 ≥ C1�

�� ��� �� �������� ���� �������� �����	
� ���� ���� ������������� � �� ������

��������	 ��	� ���������	� ��� �! "��� �������� �		��� �� � ����� � ����	
 ����������

�������� ��� ����� c(A) �� �������� �� �������	 ��� �� �������� ���� A ����

���� #��� �������!

"�� ����� �� �� �� �� �� �������� ��� ������� �� �� ��������� �#�� ��

�������� ��� �����! $� ��� �������� �� ���� �� �� �������� ��� ����� ��� � ����

�	��� �� �� ������ ����� �� �������� ���� ����� �� ����� �����% c′(Ā) <∞� �����

Ā ≡ {A|c(A) = p(0)}� �� ����� �� ���	 ���������		
 ������#	� �� �� �#����� �� �

��! &� ���� ������'���� ���	��� �� ���� ��� �� ���	 �� ������� �� ��� ��	
 �� ��

���	 ����� �� �� �� �� ������ �� �������� ����� �� ��� ���� ���� � ���		 �� ���

����#������	
 ������ �� ��	 ���������!

(������ �������� ���� ���� �#��� �� ��� ��������� � '���� ���� �� ��� �� �����)

��� ���� ��� �� ������	 �� ������� ���� �#��� �� ��� ����������� �� ������

����� ������ �������� *�! ��!�� ��

ṗt = ρ · (pt − ct) + τ̇t − ρτt, ��! �

�� ��� �� ���� � �� �� ����� � ��� ρ ������� �����	 ��������� ��� �� ��������

��� �������� ���%� +���� �� �� �� ���� �����	 �� �� *�! ��! �� �� �� �����	

����� ���� ��� �� �����	 ���������� ���� ���	� #� ���,���� #
 �� ��� �� �����

��� �������� ���� ���	� #� �������	 � �� ���� ����� ��! "��� ��� ��������

�� ����������� ��� �� ��� �� �������� ��� ��� �������	
 ���� �� ��� ��

�������� ��� ��� �� ����	� �� ����� ����� ��� �� ��� �� �� ���������	
 �������

����	���� ��������! -� �������� �� �� �����	 ����� ���	� #� ������� #
 �� ���

��� �� ���������� ��� ��� ���������� ��� ���	� ����	
 �������� �����	 ��������

����! &�������� � *�! ��! �� �� ����� ���	� �������� ���� 	��� �����	
 ��� �����

��� ��� ��� ���	� ������ �� �������� ���!� "�� ��	
 ��������� �����#�	�
 �� ��

�� �� ��������� �� �����	 ������ ��� #
 �
����
 � �� ���� ��� � �
�������		


	������ ����� �� ��� �� �� ������ �����	 ����� ���	��� � �������� �� �� ��������

��� �������� �� �������� ����'��!

&��	�����	
� ��� � �� ������ � � ��� #�	�� ρ� *�! ��! � ���	��� �� �� �� ���	�

���������	
 ������ �� �	��� �� �� ����� �������� �� �������� ����'�� �� �� ��

���� ���� ��	� 
���� ��� 	������� ��	 ��������� �	������ ��������� �� �������� �	�� �	�����
���������	��� ���� ��� �	 ���	������ �� ������� �	 !��� ���� ��	 ����	 �� ��	 ����	 �� ��	 ���	�	��

"�������	� �� ��	 ����	 �	� �� ��	 	��������� ����� #	������ ��	 ������� ����	 ���� ����� ���� ��� ����	��	
��	� ��"	� �� ��	 ����	 �	� �� 	��������� ���� �� �	���	� 
�� ����� ��	 ���	� �	�	� �� ��	 ����	 �� �	��
�� ��	 �	������� 
�	�!��� ����	� 	��������� ������

�.



���� �� �����	
� ����� ��� ������	 ����� 	���	� �� ���� �� ����� ����������	� ���� ���

�������� �� ����	 ����������� ��� ��� ��� �	�� ����� ��� ������	 �����������

����		
� �� �� ������	 �� ��� ���� � ��� ����� ���� �� �������� �� �������	
 ����� ���

�������� ���� ��
 ������ �������� ��� ������	 ����������� � ��� ���� �� ���������	
 	��

������	 	���	 �� �� ���������	
 ���� ���� �� �������� ���� ��� ������� ������	 ������� ��	��

�� ��� ��� � ��� �� �� ����������� ������������� �� �������� ��� ��	� �� ��� ������	

������� �������� ��	 ������ �� ��		 �� �� ��������� ���� ������		
� !�	
 �� ��� ������	 ���

���� ������� ��� ������	 ������� ���� ���� ��� ��"��� ��������� ���� �� ���������	
 �����

��� ������	 ���������� ���� ���� #$� �%�&���

'� �����
� ���� � �������� ���������� ���� ����� ������� ������� ����	 ��	�����

����������� � ��� ������ ����������		


� �� � ���� gτ = ρ ������ ��� ���������� ���� �� �		 ������� ������ ��� ��	 ����������

����(���

� �� � ���� gτ < ρ ������ ��� ������	 ���������� �����

� �� � ���� gτ ��������	
 	����� ���� ρ ��� �������� ��� ������	 ���������� 	���	 ��

�� ��	
 �� ��� ������	 ��� 	���	 �� 	���� ���� ��� ������	 ������� ���� �� ��� ��"���

���������

)��� �� �� �������� �� ���	�� ���� � ����	�*�� ����	 ���� � *��� ����� �� � ��������

���	
 +���� ����	����� �� ,��	 �-.%.�� )�� ���� �� ����������(�� �
 � *��� �����

A∗ �� �������� ��������� ���������	� �� �������� �� ����	
 ���������� ���������� �����

���� ������ ������	
 ��	�� ��� ������ ����� ������ c(A∗) < p(0)� '� ���� ���� ��

� *��� ���������� ���� ��� 	��� �������� ��� �� ������� ��
 �� ��������� ��� �����

������	
 ��	�� ��� ������ ����� ������ ��� � ��� ��� ��� ��� ���������	
 ����� ���

��	����� ����������� '� ��� ��� �� 	�� ����� �� 	���� ����	 ����������� ���������

���� ��� �� �� �� ��� ��� ���� �� �		�� ��� ���������	 ���������� �� ��� 	��� ��� �� ������

#$� �%�/� ���	��� ���� ��� ����� ��� ���������� ����� ��� �������� ���� gτ = ρ�� )��
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� � �������

�������� ���	 
�		� � ��� � �������� �������� �	���� �� �� ������������ ����������� ����� �� ����

����������� ����� ��	� ��

�&



������� �� �	� 
 ��������� �����	�� ���� �������� 
 ���� �	��� ������� �� ����� ����

������������ �� AT � �	� ����� �� �	� �������� ������� ��������� ��� ������ ����� ������

�	���� ����� ����������� �� AT � �� �������� ���	�� �	�� �����

�� ������� �	�� ����� �� �	� �������� ��������� �������� ���� ��� �����T ������ λT � ���

�� ����� ���� �� ���� ������� �� �� ����������� �� �	� ���� �� �	� ����� �� ���������

���������� �	�� ��� ���	��� � ��������� ��������� �� �������� � ���� λT �� ��� ���	 �	�

���������� � ��������� �� ���� T � ���	�� �	�� ����� ��������� �	�� ��� �� � ������� ���

� ������ �� �	� �����T ��	��� �� � ������ ������ �� �� � ������ 	��	 �� �	�� ����� �����

��� � ������� ������ �� � ���������! �� �	� �����T ������ ���� ��� ���	���� ��� ���������

����� �� �	� ��������� ����������� ���� ������ ���"�� ���� ������ �	��	� ��� �	� ��������

��������� ���������� �� λT ��� ��� ��������� �� ��������� ������ �� �	� ������ ��

��������� ���� ������������ #�������� ����� �� �������� �	� �������� ���"� ������� ����

���������� ���������� ��� �	� ����� � �������� ����� ��� ����� ��������� ��������� �����

�� �������� �	��� �	��� ���	��� ������ ����	�� ����������� ����� �	� � ��� ������

�� �	� �����T �������� ������ ��������� �� ����� � �������� ����� �� �	� ������

��������� �� ������ �� ����� � ������ �	��	�� λT (AT ) �� ������ �� �������� ��������

$���� %���� &� �� �	�� �	�� ��� ��� ���� ��� ��� ���� ��� �	� ���������	�� �������

λT ��� AT �� �	� ������ �� �	� �������� �	���� ������ �� ���������� � ����������

A∗T � '� �	�� ������� �	 �	� ������� ����������� �� �	� ���������	�� ������� λT ���

AT �����"�� �	�� (���������� & � ����� �� ����� ���	 � )� ���� ������� "��� ����������

λT (AT )�

*����� �� ����� ������ �� ������� � ��� ���������� ����� �� �	� ���������	��� �������

�	� �������� ����� ��� �	� ������ �� ���������� � ����������� �� �	� ���� �� �	�

������������ �� �	� ��� ������� λT ��� AT � '� 	��� ���������� �	� �������� λT (AT )

�� �	� ����� �� � �������� ���������� ��� ������� ���� �� �������� �� ���� T �	�� ��

��������� ��� �	� �����T ������� �	�� ����� �� ��"��� �� �	� ���������� �� ������� ���"�

� �������� ����� ��� ���� �� �	� �����T ������ �� 	� 	�� � ��������� ��������� �����

�� ��������� � ��������� ��������� �� ���� T � �	��� �� ������� �� 	�� �	� ������ ����

������ ��������� ������ +��������� �	� �������� AT (λT ) ���������� �	� ����������

������ �� ����T ����� �	� �������� ����� �	����� �	�� �	� ����� �� � �������� ���� ����

����������� �� � �� λT � �	� �������� �	������� ����������� �� �	� ������ �� ����T

����� ��� �	��	 �	� ���� �� �� ���������� �������� ���� �� �	� ����T ������ ����� ����

� ���� λT ���������� ������������� ����� �� ����T ���"�� ��������� �	� ��)����� �� �	�

�����T ����������� �� �� ����� 	�� ������� ���"��� �	� �������� ����� ���� �	���� ��

������ A∗T �� ����T ����� ��� �	��	 �	� �������� ���������� ����T ���"� ��� ����	�� ����

�������� ���� �� �	� ����T ������ ,��� �-����� �	� �������� ������� ���"� ���� �����T

����� ��� �� �	� �������� �� �	� ����T � ������������ �� ��	�� ������ �� A∗T ������� �	�

&.



������ ���	
��� �����	 �� ����T ����� 	�� ����
�� ����
	
�� 
� ��	
����

λT (A
∗
T )

!
= A���

T (A∗T ),

����� A���
T (·) 
� 	�� 
������ ����	
�� �� AT (λT )�

��	 λ���

T (AT ) ≡ A���
T (AT )� ����� �
��� 
�	�����	�	
�� 
� 	�� ����
�� ����T ����	 ����

���
	
��� ����T ���� �
��� AT ��
	� ��� ��	
 T � ��� ���
	�� �	 λ���	

T (AT ) ≡ λT (AT )�

���� ���� ����� � 	��	 AT (λT ) 
� �������
�� 
� λT � ��� 	�� ��	
�� �����	 ��

�����	
�� ����
	�	
��� A∗T � 	�� ����
	
��

∂λ���

T (A∗T )
∂AT

≤ ∂λ���	

T (A∗T )
∂AT

��� �

���	 ���� �� �	����
�� 
	 ���� !� ����	
�� ��� 	�� �������� ����� 	� 
������� A∗T "

	�� ������ 
� ����� �
�����	�� ����	�� Π = Π��� +Π���	� ��� !� ������
��	�� ��

Π(A∗T + ε)− Π(A∗T ) = Π���(A∗T + ε) + Π���	(A∗T + ε)− Π(A∗T )

≈ ελ���

T (A∗T ) +
ε2

2

∂λ���

T (A∗T )
∂AT

− ελ���	

T (A∗T )−
ε2

2

∂λ���	

T (A∗T )
∂AT

≈ ε2

2

[
∂λ���

T (A∗T )
∂AT

− ∂λ���	

T (A∗T )
∂AT

]
����#�

��� ��� ���
�	
��� ���� A∗T � $����� 
� %&� ��� � ���� ��	 ���� %&� ����#� ���� 
���

����	� 	��	 
������� ��� ��� ��� ���� �� ε� 
���� A∗T ���� ��	 !� � ����	����
�
'
��

���
��� (�
� ����	 
� 
��	��	�� �����
��� 
� �
�� ���� ����� 	�� ����� 
��
��	� ���
���


� ��
�� 
	 ���� !� ��	
�� ��� 	�� �������� ����� 	� 
������� ����T ����� ��� �
�����


��
��	� ����� 
	 ���� !� ��	
�� ��� �
� 	� �������� �����

)������ ���� ���� *�����
	
�� � 	��	 	�� 	�� ����!
������ ������� ����T ���� ���

��� �
��� ���� λT � +� 	�� ����	
�� AT (λT ) ����
�� 	�� ���� ���� �� ���� λ���	

T (AT )

��� ����	��	� �� 	��� ,��� 	��	 
� � �
����� �
	� AT �� 	�� ���
'��	� ��
�� AT,	
�

���	 
� �	�
�	� 	� 	�� ��	 �� AT,�� 
� � ������	 ������� �� 
� ����� 
� �
�� ��-�

.� 	�� ���� ����� λ���	′
T (A∗T ) > 0 
	 
� 
��
�� 	��	 	�� 	�� ������� 	�� ��	
�� �����	

�� ����T ���� A∗T � (�
� ����
�	
�� 
� 
��	��	�� 
� �
�� ��/�

+� λ���	′
T (A∗T ) > 0� λ���′

T (AT ) < 0 ��� AT,	
�(λT ) < AT,��(λT )� �� ���� A∗T,	
� < A∗T,���

0� � �
�
�� �������	 ��� ��
�� %&� ��� � 
	 !������ ���� 	��	 ���� 
� λ���	′
T (AT ) < 0�

A∗T,	
� < A∗T,�� ����� (�
� �
	��	
�� 
� ���
�	�� 
� �
�� ��1�

� 
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�

������ ���	 
������ ���������� ���������� ���� ������ λT (AT )

�
�

�
�

�
�
��

�
�������	

�
������	


��

�
�	���

�

�
�
��

�
����	

�
�
��

������	

��

�����	

�
�
��

������	

��

��	

������ ���	 ��� ������� ����� ��������� AT ��� �������� λT

��
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������	
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���	
 �
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�

�
�
�����	
�
�

�
�
��	
�
�

��
�
�����	
�

�

��
�
��	
�

�

������ ��	
 �� ������� ����� ��������� AT ��� ������ λT (AT ) ���� λ′T (AT ) > 0

�
�

�
�

�
�
��

�
������	


�
�
��

�
���	


�
�
��

�
�

�
�
�����	
�
��

�
��	
�
�

��
�
�����	
�

�

��
�
��	
�

�

������ ���
 �� ������� ����� ��������� AT ��� ������ λT (AT ) ���� λ′T (AT ) < 0

��



��������� ��� �����	
�
�� ���� ��� ���
��	 	���
�� ������	 �� ��� ��	� �� � ���
���

���� ����
��
��� λ∗T = λT (A
∗
T )� ��
�� �� 	�����
�� 
� �����	
�
�� ��

����������� 	
 �� �� � ����	
� ������ �	� T �� ��������	�� ��	��� ������� ����

�� � �������	�� ����� ����	�� �� � �������� ������ ������� ��� ������� ������ 	�

	���������� 	���	�� ���� ��� ���	��� ����� �� ��������� ��� ������ ����� 	� � ����	�����

�	������	���� �����	�� �� ��� ������	�� �������	��� �� �� T � λT = λT (AT )� ��� �����

�� ���	�	�� ��2 ����� �� �� �	� T ����� �� � ������	�� 	� ������	�� �	��	��� �� ��

�	� T  

���	� ��� �� 
���������� ���
�
��� �� ���������
��� ���������� ������
�� � ������
��


�
�
�� ��� �� �� ��������	�� �
�� �
�� �� ��� ������� ����� ��� �
���	 � ������	�

�� ����� ���
������� ���	����
�� �� �� �
�� �� ��
	 
	 ��������� 
���������� �� ���

������ �� ��
�� ���� �����	 �
�� �� ���� �� �� � �	� �� ���
� ��	�����	 ���� �����������

����� �
�� �� !� ���� 
� ���� ��
�� " 
� ��� " ����� ������ ���	��� �
�� ���� �� � ���
��

	�
��� 
� ��� ������� #���� ���� ���� �
$����� �����
��� �� ���
�
��� ����������	 ���

�������
����� ��		
���� ���� �	 �
	���� ������	 �	� ��� ��� ��� ������������� �������

����	 ��� ������ ������� ������ ��������� %��������		� ������ ��������� ����
�����

���	��
��	� ����
��� 
� #���� &� 	����	� ���� � ���� 	�
�� �� �� �
�� � ��� ���� 
����

� 	�	��
��� 	��
�� ������
�� �� �������
� ��
		
��	 ��� � 	��	����
�� �
�� ������ ��

������
���� ������������

��� �����	� 
��	����

����� �����	
� �


'� ���� �����
����	 �
�� ��
���� �������
�� �
	��		
��	 	����	� ���� 
� �� 
�������
����

������ ��� 
	 
��������� 
� ��� ���� ������� ��� ��� ������
�	 �
�� ����		��
�� �� �
��
��

�� ����
�
���� 
� 	��� � ������� !� ��������� ����
�� ��� �$��� �� � ��
��
�� ��� ����

����
�	 �
�
��� �� � ���� �� ��� ������ #�����
������ ��
	 
���
�	 ���� ��� ������ �
��

��	���� �� 
�	 ������ ��� ��		
� ����	� 
	 	��
� 
��� ��� ���
��	( )��
�� *� ��
�� 
���	�	

� ��� �� 
�	 ������ ��
		
��	� ��� )��
�� �� ��
�� �
�� ��� �� � ��� 	��� ����������

���
�� 
� ��� ���	� ������� +� ��� ����� ��� ��
	 �

��� ����� �� ��	� �		��� ���� ���

���
� �� ��
�� ��� ������
�� ������ 
	 	��
� 
	 ,��� � ���	����
�� ��
�� ���� 
	 ���

	��� 
� ���� ���
��	- ���� ��� ���	���� ��� �
��� !� �����
� ����� ��� ��� ���
��

������	
��	 ������ �� ��� ��	� 
� ��
�� ��� �����
��	 �����	
�� ��� ��� ���
��	 �� ���

��



����� ���	
� ���� ���� ���� ��� ���	 ��� �� ������	 �� �� ���� �� �� ����� ��

���� ���	 �������� �� �� ������� �� �� ��

����� ��� ������ � �������	� �	 ��

�����	 �������� ������ ������ ������ 	� �	�� ����	���� ������ �	�	����� �� ����

������	 ���� �� 
���� �	 ����	��

������ ��	
��
	� � ����	� ��� ������ ����� �� �� ���� �	� �� ���� ��
��	�

������� �� �� ����	� ��� � ������� ����� �	 �	� ��
��	 ��	 �� ��������� �� � �������

�� �� ��������	��	
 ����	� �	 �� ���� ��
��	� �������	
��� �� �	������ �� ��������

x �� �� �������	
 �����

r2(p) = x · r1(p),

���� x �	������ ����� ������� �� �� ����	� �	 ��
��	 �� r1� ��������	�� � ����	�

�	 ��
��	  � r2�

��� ��������� ����	� �� �� ��� �� ��� ��
��	�! ����	���

r = r1 + r2.

"��	 � �� �� ������ �	 ��
��	 �� �� ��������	�� �
	�� ��� �� ��������� p1� ���� ��

�� ��� �� �� ��������	�� �
	�� �� ��
��	  � p2� �	� �� �� ������ τ � ��� ����� p2

��������	�� � �� ���� �
	�� ��� �� �������� ��	��� pR�

p1 = p2 + τ = pR + τ

p2 = pR

��� ����	�� �� �� �� ��
��	�� r1(p1) �	� r2(p2)� ��	 ��� �� ��������� �� r1(p1) =

r1(pR + τ) �	� r2(p2) = r2(pR)� ����� �� ����	 �	 #�
� ��$� �� ��� ����	� ��� �


���	 ����� ����� �	� �� ��� ��

r(pR, τ) = r1(p1) + r2(p2) = r1(pR + τ) + r2(pR). %����&

���� �� ��� ��� �� ��� ������ ��� ����	� ������ �� ��� ��
��	� ��� �������

� �� ��	�	���� �	� ������ ��������	
� ����� '(� %����& ������� �� �� �����	

��������� ����	� ��������� �� ���� �	 �� �����	 ����� ����� pR �� �	 �� �����	 ��

��� τ � ���������� �� �	����� ����	� ����� %����� �� ����� ����� ����� ������ � �������

����	�� pR(r, τ)&� �� ������ ��������	
 �	 r�

 )
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������ ��	
 ������� ����� ���� ��� � ����� �

����� ���� ��	 
����
 �������� ��� ���������� ���
����� ��� ����� �������

p(rt, τt) + rt
∂p(rt, τt)
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��� �	
������� ���������� At� λt� rt �
� ct� ������� �	
��
�	�� ���� ������

���� ������� ���� limt→T λt = λT �
� limt→T At = AT � ����� limt→T Δλt = ΔλT �
�

limt→T ΔAt = ΔAT � ������
� ��� ������ �	 �	��� �� ����  
	� ���� ��� !"# �
 ���

���$� ����� τ = 0� ���� �� ������� %	� t→ T �
 ��� ���� 	% ��� ������� &
�� �����������

����� Δ!"# < 0� �����%	��� '�	���� ( ������� ���� ��� ��	��
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 ����� ���	��

������ �
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 ����� t �� ��	�� �	 T )

limt→T Δrt > 0 ����$�

�	 ���� ��� ������ ������� ��� ����$� �������� ���� �� ���� �	�� ������� ����	�� ����

�	����� rt �
� ���� � *���� ����+� t∗� ����� Δrt ,��� �	
������ %�	� � 
������� ����� �	

-��	 �
� ���� �� 	� ��	�� -��	 �
��� T )

∃ t∗ s.t.

⎧⎪⎨
⎪⎩

Δrt∗ = 0

Δrt ≥ 0 ∀ t > t∗

∃ε > 0 s.t. ∀ t ∈ [t∗ − ε, t∗)Δrt < 0

����.�

�	������ ���� ��� ���	
� ������	
 �
 ��� ����.�� ��� ������ ������� ΔAt∗ < 0� �	������

���� ��� ����� ������	
 �
 ��� ����.�� ���� ������� ���� �� ������ ����

∃ε > 0 s.t.Δrt∗−ε < 0 ∧

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

/��� �) ∃δ > 0 s.t. At∗−ε,BAU = At∗+δ,BS︸ ︷︷ ︸
≡a

,
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� ���� �� �������	� ��� �	�� ���	 �� ���� t∗ − ε ����� ��� �� t∗ + δ�

��� ��� 	������ �� �	���������	� ��� ���� � �� ��� ������� ������� ��� �� ��	
�

�� ���!��� ���	���� 	���� �		��� �	 ���� �� ���� �������� ���	���� ����� ��
��� "#

��� � ������	� �	��� a� �� �	�� �� ���� t∗ − ε �� �������	� ��$ "�� �� t∗ + δ �� �������	�

�����

%	������ �	� ���� & �� ��� ������� '	� ��� � ���# ������� �������� ����� �	 � �	����(

����	�# ������� "����� 	������ 	� �� ��'���� �	 � ����� �� �����
� �������� ���� �����

���� �� �� ���� �� � ����#� �� �� ��	
� �� ���!��� 	���� �� �������	� ��$ �������

�	 ���� �� �������� '��� ���� � ������"�� �� �������� �	��� a < AT,BAU �� ���� t∗ − ε�

�� )�	� � ���� � ��� �������(����� ��	
� � ������� λT,BAUe
−rT �� �� ������ �	��� "�

�� ������� ����� 	' �� ��� ������� '�	� � �	�� � ��������# � ������� �������� ����

�	�� �� ���� T � ����

(Pt∗−ε,BAU − a) e−r(t
∗−ε) ≥ λT,BAUe

−rT , ����*�

���� Pt �� �� �������� ��	�� ����� ������� '�	� �������� ���	���� ����� �� ��
��� ��

�����	� &� +�	����� �� ���� &� ��� �� �������	� �� �� ���	���� 	���� ��'����� '�	�

� ������	� 	' �� �������� ���	���� ���� a� ����� � ����� �� ��� ������� ����� ������ �

��	
� 	' λT,BSe
−rT '	� �� �������� ���	���� �� ���� T � �� ���

(Pt∗−ε,BS − a) ≤ λT,BSe
−rT . ����,�

�� �� ��� Δrt∗−ε < 0� �������# ���������� �������� ��	�� ����� �������� �-�	����# � ��

�����	� &� ����#� 	������ Pt∗−ε,BAU < Pt∗−ε,BS� ��� �� �� ������ �	���������	� �	 ��

�����"�� 	' ���� ����*� ��� ����,��

�������� ��� ����&� ��� #����� � �	��������	�# ������ �� "	� �������� �	���"�� ������

���� � ��� ���� &� ��� �	������� 	�� ��		' "# �	���������	�� �

����� � ����	 �	 
���� 

.	� ��� ��	��������# � ��	���"�� '���� �	 "� � �������� ����� '	� 
��� � ������	� �	��� �	

���� �� ������ �	)� ����� ��� ��� AT �	 ���� � ����� ��� ��� c(AT ) = p(0)�

�� � ������	� ���� ������ �� 
��� '��� ����� ���� ���� ���� !��	� ����� 	��# �� ���

���� �� ������ ����� '	� �� '���� ������ p(0) ��� 	��# ��� �� '��� 	����� ��� ����

���	����� � ������� �� �������� �	��� c = p(0) ���	�� ��������� ������ ��� �	����� �����

����� � ������ �	�
��� �� �� �������
 ����	������� 
		 ��	 ��
� ���� �� ��	 ����� �� �	��� �
����	� ���
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�� ��� ��� 	���
�� ��� ��������
� 
� ��� ��� �
���
�� ��� ���
�� T 	��� �������

�
������ ��� ��� ����� 	� ������� ���
	 p(0)� �� 
���� �
� ��� ������ ����� �
 ��� �


����� p(0) �� ��� ��� 
� ��� �
������ ��� �
���
�� ��� ��������
� ���� ��� ��� ����

�
 ���
	 ��� 
������� ����� ������ ��� ���� ����
��

lim
t→T

rt,BS < rt,BAU ,  �!�"#

	���� ��� ����� BAU  �����$�$����# ���� �
� ��� ������
 	���
�� �������� �
��$

����� 
� ��� ��� �
���
� ��� BS  �������# �
� ��� ������
 	��� ��� ���������� �������

��� �
���
�  �
������ ����� ��� ����
�����
� 
� � ����� ��
���� ������� �����
�#�

%� ��
���� � ��

� �� �
���������
� ���� &���� ' ��� �
��� ������  �!�"# �
 �
��

��� �
	��� ���� ��� ���� �
 �� ���
��������

%� ��
	 ���� 	��� ��� �
������ �
���
�� ���������� ��������
� �� �
 T ������ ��
�

��
� ��� BAU ������
�

AT,BS > AT,BAU .  �!�(#

)
� ��� �
 �
��� 	� ��
	 ���� ����� ��� ���� 
�� ����
� t < T �
� 	���� rt,BS >

rt,BAU � ���� ����� �

�� ������
� ���  �!�"#� ��� ��
 �� ����� ����
� t∗� 0 <

t∗ < T � �
� 	���� ��� ��������
� ���� � ��������� ��
� ��� ��� ��������
� �����

rt∗,BS = rt∗,BAU � ��� ����������� ���
�� 	���� ��������
� �� BS ������ ��� BAU

��������
� ���� �
� ��� ��� ����� lim
t→t∗−

rt,BS > rt,BAU ��� rt,BS ≤ rt,BAU ∀ t ∈ [t∗, T ]�

*
������ 	���  �!�(# ��� ������

At∗,BS > At∗,BAU .

%� ������
�� ��
	 ���� ����� ���� � ���� t′ ������� ������ ���� t∗ �
� 	���� ���

���� 
�� �������� ���� 
� ���� �� ��� BS ������
� ��������� �� �� ������� ��������
�

�
� At′,BS� 	
��� ���� ���� ��������� �� � ���� t′′ ������� ����� ���� t∗ �� ��� BAU

������
+

∃t′ < t∗, t′′ > t∗ ���At′,BS = At′′,BAU .

�� ��� ��� ���� 	� ��
	 ����

rt′,BS > rt′,BAU ∧ rt′′,BS ≤ rt′′,BAU .  �!�!,#

%� ���
�� a = At′,BS = At′′,BAU �

� � ��� ��� �
� ��� ��

�� 	� �
	 ���� ��� ��-������ �� ��� ��� ����� ���� �
� ���

���� ���	��� ��� �	
 ������
� �
����� 
�� ��  �!�!,#� ��� ���
�������� 	��� ��� ����

./



����� ������ 	� 
����
	� 	�� ������� �
����
� ���	 �� ���� 	� 	��� ����� t′ �� 	�� BS

����
��� �����	 
����
	��� �	 	� ����� t′′ �� 	�� BAU ����
����

���� 	�� �	���	�� �
����� �
����
� �
��� �������� ������	� � �� ���	��� ��� � ! "#!#$

������ 	�
	 ������� 
 �
����
� 
����	 ���� �� 	�� ���� ��	� 
 �%�� �%	�
�	��� ���	 a

������ 	�� �
����� ����� t′ �� 	�� BS ����
��� �� ���
	����� ���� ���	
&�� 	�
� �������

�	 
	 t′′� ���
��� 	� 	�� BAU ����
���! '������� ����� 	�� ���	 �
%���(��� ����

�������� �� ���� ���� ��	� �
����
� �%	�
�	��� ���	 a ���� 
	 t′ �� 	�� BS ����
���� 
��

���� 
	 t′′ �� 	�� BAU ����
���� �� )��� 	�
	 �
����
� ���	� ��� �
����
� �
��� ��

	�
	 �������� 
�� ������	 
	 t′ �� 	�� BS ����
��� 
�� 
	 t′′ �� 	�� *"+ ����
���� 


���	�
���	���!

����
���� 	��� ���������� �	� �� 	�� ���� �
� &� ���� 
� ��������

����� �� 	�� BS �
�� 	�� ���� ����� ����� 	� �%	�
�	 ����� 	�
	 �
�� 
 �
����
� ���	 a


	 	��� t′ 
�� 
	 �� 	��� ����� �� )��� 	�
	 �����	 �������	�� ��	 �
��� �������� ����

�
����
� �
��� �� ���� �%	�
�	�� 
	 ���	 a �� ������	 
	 	��� t′�

(Pt′,BS − a) e−ρt
′ ≥ (Pt′′,BS − a) e−ρt

′′
, �"#!##�

����� Pt �	
��� ��� 	�� �
����
� ������� �
��� ������� ��� 	�� ���� �������� 
	 	���

t ���� 	��� �
����
��� �
�� 	���� �
��� 
����� 	�� �
	� �� 	���� ������� 
� ������

������
��� ��� ��������	�� 
�� ��� ����	�	��� ���� ������ �� ���	��� �!

,�� �����
� ��
������ ����� 	�
	 ��� 	�� BAU ����
��� 	�� ������� ������

(Pt′,BAU − a) e−ρt
′ ≤ (Pt′′,BAU − a) e−ρt

′′
. �"#!#��

-���� �����
���� �
����
� �
��� �������� ������	� � ���� ���	��� ��� � ! �"#!#$� �����

�������� ����� ��� 	�� ����� �
��� ��������

Pt′,BS < Pt′,BAU ∧ Pt′′,BS ≥ Pt′,BAU . �"#!#.�

� �! �"#!#�� 
�� �"#!##� 
��� 
� 
� �����&��� �������� �� �����	 ���	�
���	��� ��	�

� �! �"#!#.�! �
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����� � ����� �

����� �� ��� ��� ��� 	���
����� �� 
������
���� ���	�
��� G(t) �� F (t) ��

���
� ��
�� ��
���
��� g(t) �� f(t)� �� ��� T > 0 �� ρ > 0�

G(0) = F (0)

G(t) > F (t) ∀
tε(0,T )

⎫⎬
⎭ ⇒ ´ T

0
��ρt [g(t)− f(t)] dt > 0 .

������ ����� H(t) ≡ G(t) − F (t) ��� h(t) ≡ g(t) − f(t)� �� 	
�� 
�� H(0) = 0

��� H(t) > 0 ∀
tε(0,T )

� ��� ���	
�� η ≡ ´ T

0
�−ρth(t)dt� �
��� ����� hm �� 	
� ��	
 	
�	

��������� 	
� �������	�� ��	����� �
��� ������	��� 	
� ������� �����	����

minhm η

s.t.
´ t
0
hm(s)ds > 0 ∀

tε(0,T )
����� !

"# 	
� ��������� ��������� hm �����	 ���	��� ��# ������� ��	
 ����	�� ������

� $� hm(t) ���� 	� ���	��� ��# ����	�� ����� 	
�	 ���� ��	 �������� ��� 	���� ��

����� ����� �� �! %# ���� ����	�� ������ 	
� �����	��� �� &'� ����� ! ����� %�

����	��� 	
� ��	����� ��� �����'���	����# ����	�� ����� ��	
 �	 ����	 ���� ��

	
�� %���� �	���	�# ����	�� �� ����������# ����	���

� $� hm(t) ���� 	� ���	��� ���� �	���	�# ����	�� ����� 	
�	 ��� �������� ���#

%# ����	�� ������ 	
�� �����	�������# �������� ���� �� 	
� ��������� ����	��

����� ��� ���������� ���� �� 	
� ���	����� ����	�� ����� ���� �� ��� 
����

���� ���(��	�� 	
� �����	��� ����� ! ��� �� 	
� �	
�� 
��� ������ 	
� ���� ��

η� �� 	
� �����	��� �� 	
� �������)��������� ����	�� ����� �� �������	�� ���� 	
��

	
� �������� �� 	
� ��	��)��������� ����	�� ������ ������ � ��	 �����	��� �� η

��� 	
������� ���	�����	��� 	
�	 	
� ���	��� hm ��������� η�

�� 	
� ��	
 hm(t) ��� 	
�� ��	 ���	��� ��# ����	�� ������ ��� �� �� ����� ��� H(t) 	�

	�*� �� ���
	��� ����	�� ����� �� 	
� ��	����� (0, T )� �	 �� ����� 	
�	 η ���	 %� ����	���

�� �	 �� �� ��	����� �� ����
	�� ����	�� ����� ����� �
��
 ���� ��� �	���	�# ����	���

��� �
��� ��� ����
	� e−ρt ��� �	���	�# ����	��� �
���
´ T

0
�−ρt [g(t)− f(t)] dt > 0� �

����� 	 
��� � 
���������� �

������ �� �+��������# ����� �+ λT �

,-



���� ��� �	�
�� � ��� ��� ��� ������������ ��������

λt = λT �
ρ(t−T ) +

ˆ T

s=t

�(t−s)ρ
·
csds. ��	�	
�

�� ��� �� ��������� ���� ��� �������� ��� � ��� ��� ����������� ���� �� ���� ��������!

��� ��	�	
� �� ��� �	�"� ���� �

pt(rt) + rtp
′
t(rt) = ct + τt + λT �

ρ(t−T ) +

ˆ T

s=t

�(t−s)ρ
·
csds. ��	�	#�

�� ��� �������!� � ��� !���! �� ����� �� ������ ������ ���� ��� ��$ ����������� �� ����

���������� �$��������� �� �� T �

%������ ���� �������������� ���� ��� �������� ��� �� ��� ����� ����� ����

AT,��� ≥ AT,��, ��	�	&�

�� ���� � ����� ��� ��� �� �$�� ��� �� �� ��  ���!���� ��� ��������� ���� AT � ��

��� ���� ��� �� ������ ��� ��$ �������������

��� ��	�	&� �������

cT,��� ≥ cT,��.

'� ���� limt→T

´ T
s=t

�(t−s)ρ
·
csds = 0 �� � ���� ��� ��	�	&�� limt→T cT,��� ≥ limt→T cT,���

(��������� ��� )*% �� ��� ��	�	#� �� �������� ���!�� �� ��� ��$ ���� ����� ���� limt→T λt =

λT �� ����� ��� ��$ �� ��� �� ��� ��+��$ ������ �� ���� ,������� 
 ���� %������ -�

�������

lim
t→T

rt,��� < lim
t→T

rt,��. ��	�	.�

/������ ��� ��� ��������� ������ �������� ���� ���� ���� ��	�	&� �� ��	�	.� �����

���� ����� �� � t∗ ���� ����� ���  �0������ ���� ��� ��� 	�
����� ���
������ 
���� �����

���� ����
 ��
 ��� ���� ���� �� ��� ���+T ����� � ����� ���� ����

rt∗,��� = rt∗,��, ��	�	1�

�� 

rt,��� < rt,�� ∀t∗<t≤T . ��	�-2�

)������� ��� ��	�-2� ������� ���� ���  �3������ At,���−At,�� �� ��������  ��������!  ����!

��� ���� ������ t∗ �� T � ����� ����� ����! ��� ��	�	&� ��� ���� ��� ��

ct,��� > ct,�� ∀t∗≤t<T . ��	�-	�

42



���� ������	 
�� �����	� 
� ���� 
� ��� �
�� ��
� τt ≥ 0 �����

ct∗,��� +

ˆ T

t=t∗
�ρ(t

∗−t) ·ct,���dt ≤ ct∗,�� +

ˆ T

t=t∗
�ρ(t

∗−t) ·ct,��dt,


�� ���� ˆ T

t=t∗
�ρ(t

∗−t)(
·
ct,�� − ·

ct,���)dt ≥ ct∗,��� − ct∗,��. ������	

�� 
�������� �� ��� ������	 ��� � ! �� ��� ������	 �� �������� ������"�� �� �� �
�� �� ���

��
� #���
 $ �����% $	 ������� ��
� ���� ������	 
�� ������	 �
���� &� �����������

����� ��������� ��� ����� &� �����
�������� �

����� � ����	 �	 
���� 

'����� ���� ��
� ���� (������� ) ���� !������ �	 �� *��� ��
�� ��� 
 +%�� �
%� 
�

�����
�� �� ��� "
��� �� ��� � ! �� ��� +��� ����� ��������� ������ 
 �����
�� �� ���

������
�� �%��
����� �
���

!������ ��
� ��� "
��� �� ��� # ! �%�������� �� ��� ',- �����
��� ���� rt �� +%��


�� ��� �
% τt �� �����
��� ���� .��� �� 
 ������"� "
���� -������� ������� 
 ��/�
% �
���

����� ��� � ! �
� 
� �����
� "
���� �
���� � !0� �������� 
� �����
� �%��
����� �
�� rt,0


� ����� ��� � ! 
�� ��� # ! �� ��� ',- 
�� ���
��.��� �� �� �������� 
����� 
 �
%

τt �����
��� ��� "
��� �� ��� # ! �� ��� ',- ���� rt,0 �� ����������
��� ���� �����
��

�� 
 +��� ����� 0� ���� ����� ���� 
 ����� ����������
� � !/"
���� � ! 1� �� �����

��� ��� ',- �� &� ���
��.�� �� ��� ��� ����
���� ���� ��� �
%� 1��� ��� � !/"
���

��� ����"��� ��"�� 
�� ���� ��� ��
��� &� ������� �� � !1 &�� ���� ���
�� 
� � !0� 2�

����� �� ��� ��
� ���� ������� ��� ��� ����
��
����� �%��
����� �
��� �� ���� �������� ��


 ������ ���� 
 ����������
� ��/�����
�� �� ��� � !/"
��� ���� � !1 �� � !0� �����

���� ���� ����������
� ��/�����
�� �� ��� � !� ��� ����"��� ���� �
"� �� �����
�� ���

����
��
����� �%��
����� �
�� ��� &��� ����� �� ��� ',- �� ���
�� ���
��.��� 3���

������ ����� ��
� �� 
����� 
� ����
��
����� �
% τt �����
��� ��� # !/"
��� �� ���

',-� ���� ��� �%��
����� �
�� 
� ��
� ���� ���� �
"� �� �����
��� ��"�� ��
� ��� "
���

�� ��� � ! ���
��� ����
����� 0� ��� ���� ��
� ��� �
% τt ���� ������ �����
�� ���

# !/"
��� 
� ���� t� ����� ��������� ������� ��
� �� ���� �����
�� ��� �%��
����� �
�� rt�

3��� ��������
���� ���� �������� ��� ������ 1��� ��
� ������� ���� �������� �� ��� 
�

�&"���� 
� �� �
� ���� 
� +��� ������ 
� 
����� 
 �
% �� ������ � 
�� ��
"��� ���������

���
�� ����
���� ���� ��� ������ ��
� �� �����
�� 
 ���
��� &�� ��� �"����
����

������
������� �����
�� ���
�� �� ������ � 
�� �����
�� ��� ���
���� ��
����� ��

������ ��

$�



����� pR(rt, τt) ���	
������� ������� ���� �� ��������� ��� ��� � ����� rt� ���

������ 
� ����	�� �� ��������� 
� ��� ��� ��� ��� ����� ���	 �� ��� ��� �� ��� ����

��������� ����
∂pR(rt,τt)

∂r
� ������� �	
 ������ ���������	� ����� �� ���	� ��	����	�

��� � ���� ���� �� �������	 �� pR �	���� �
 � ���� ���� � [pR(rt, τt)− pR(rt, 0)]�

�	����������
 ����	��� �� ���	���� �	���� �� �� ���	� ���� ����[
rt

∂pR(rt,τt)
∂r

− rt
∂pR(rt,0)

∂r

]
� �� ���� ��� 	�� ��� ���� ��� ���� �	� ���	� ����� ����

�	�� ���������� ������� �� ����� ��� �� �� ��� �� ��� t �	����������
 �����

�� ��������	 ��� �	 �� ����	� ������ rt�

� r(p)� �� �������� ���	� ���� ��� �� ������� � ��	��	����� �������
 ������	�

��	����	 ���� � ����� �������� ���� �� �	�� ��� �	
 p > 0� �� �������� ���	� ��

����� �	�� �� ����	�� ���	�� r1 �	� r2� ���� ���� ��� � �������� ���� ����� ���	�

�	  ���	 ! �������	�� �� x ���� �� ���	� �	  ���	 "#

r1 + r2 = r

r2(p) = x · r1(p) $%"�!&'

(�� $%"�!&' ������ ���� ��� ��������� �� �� ����	�� ���	� ��	����	 ���� �
 �

������ x �� ���#

r
(i)
2 (p) = x · r(i)1 (p), $%"�!)'

��� �� �	��� (·)(i) �	��� �� ith ���������
*�	  ���	 " �	������� � ���� �� �������� 	�
�� ��� �� ������ �	 ���� ����	�

p1� ���� �� �������� 	�
�� �	 �� ��� ��  ���	 !� p2� �� ��� �� �� ����� 	�
��

��� �� ������ ��	��� pR� �
 �� ��� ��� τ #

p1 = p2 + τ = pR + τ

�� ������� ���	� ��� � ���	 ���� ���� �	� � ������ ��� ��� ��

r(pR, τ) = r1(p1) + r2(p2) = r1(pR + τ) + r2(pR). $%"�!+'

%� �� ���	� ����� �	 �� ��� ����	� �� ��	��	���� �	� �������
 ������	�� (��

$%"�!+' ������
 ������ ���� �� �������� ���	� �� �������
 ������	� �� ��� �	 pR

�� �	 τ � ,� �� ������ ���� ���� �� �	��� ���	� ����� �� �� ���� ���� ���� ���

� ���	 ��� 
���� � ������ ������� ���	�� pR(r, τ)� �� �������
 ������	� �	 r�

,	 �� �������	�� � ���� �� �� �
	��� Δ��� �	 ���� �� ����� �� ������ ���	� ��

)!



��� ����� �	 ��� ��
����� ��
� 
�������� 	
�� ��� ���
�������� �	 ��� ����

Δ��
 ≡ ��
��� − ��
��,

���
� ��� ������� ��� ��� �� ����� 	�
 ��� ��������� ���� ��� ������� ��� ���� �������


��� ������������ ���� �� ����� � �������
 ��� �� ���
������ �� ������ � ��� ��� �����

�
��� �������� �� ��� 
����
�� ����
� �� ������� ����
������ �� ���� � ��� �����

���
���� ��� ���
�������� �	 ��� ��� ������� �� ��������� ������ ������������ �� ����

����� ������ �� ������ � ����� ���� �� ������� �� ������� ��� ���� ������ �� ���

������ �� ������  ����� ���
����� ��� ��� ��

��������� ������� �� ��� 
������� ������

������� Δr� ����� ���� �� ���� ������� ��� ��!� ���� ������� ���� ��� �
��� ��"�
����

������� ��� ��� 
������ ������� �� ��� ����� �	 ��� ����

Δp1 +Δp2 = τ. #$�� %&

�������
 ��� ������
����� �� '��� $����
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������ ��	�
 ����������� ��������� �� �������� ��� ����� �� ������� ��� ������ ���������

�� � (
�� ���
���������� �� �����

Δr ≈ Δp1 · r′1(p0) #$�� )&

Δr ≈ Δp2 · r′2(p0) #$�� *&

+,



���� ��� ����	
��� �� �� �������� 	
��� �
� ������� ��� ������� �� �� ������� ������


Δp2 ≈ τ

1 + x
, �������

 �������

pb ≈ p0 − τ

1 + x
. ����!"�

�� ����!"� �#�$�

�
 ����� �� �$��$ �� %��� ���$����� ������ ���
����� ��� 
���
 �$���

��$ ��� $�
�	$�� �&��$ �	
� �����
� ' � (��	� ���� �
 ���$�#������ �$���$������ ��

��� ��# $����

)$�� �
� ������� ��� ������� �����&


Δp1 ≈ x ·Δp2. ����!��

*� �$��$ �� '� �'�� �� ��%� � 
�������� �'�	� ��� ��$$�
������� ������ �� ��� ���'��

������� ∂pR(r,τ)
∂r

� &� ����� ��(���� �&� +� ��$ ���$�#�������
,

r′1(p1) ≈ r′1(p0) + Δp1 · r′′1(p0) +
(Δp1)

2

2
r′′′1 (p0) ����!��

r′2(p2) ≈ r′2(p0)−Δp2 · r′′2(p0) +
(Δp2)

2

2
r′′′2 (p0) ����!!�

≈ x · r′1(p0)−Δp1 · r′′1(p0) +
(Δp1)

2

2x
r′′′1 (p0), ����!��

&��$� ��� ���	
 
��� ��$ ��� 
����� ��$� �� ��� $���� ���� 
��� �� �� ����!!� �
 �	�

�� ��� ���� ���� Δp2 �
 ��-��� �� �'
��	�� ��$�
� ��� &��$� �� ����!�� �����&
 �$��

�� ����!!� 	
��� �� ������� �
 &��� �
 �� ����!���

�
 ∂r
∂p

= ∂r1
∂p

+ ∂r2
∂p
� $�� ��� �� ������	�� �� ��� $���(��� �	������
 &� %��& ���� ∂p

∂r
=[

∂r1
∂p

+ ∂r2
∂p

]−1
��� &� ��� ���$���$� &$���

Δ

[
∂pR
∂r

]
=

1

r′1(pR + τ) + r′2(pR)
− 1

r′1(p0) + r′2(p0)
.

. 	
��� �
� ����!�� ��� ����!��� �
 &��� �
 �� �������� &� ��� ��	
 ���$�#�����

���
 $�
���
� �� ��� -$
� ��$�(���(� �� ��� 
������/�$���� ∂pR
∂r

� �� ��� ���$��	����� �� ���

��# �


Δ

[
∂pR
∂r

]
≈ 1

(1 + x)r′1(p0) + (Δp1)
2 (1 + 1

x

)
r′′′1 (p0)/2

− 1

(1 + x)r′1(p0)
.

��



��� ������	��
 ����� (Δp1)
2 ��� ������������ ��

Δ

[
∂pR
∂r

]
≈ � (Δp1)

2 r′′′1 (p0)
2x(1 + x)r′1(p0)2

,

��� �� ������������ �� �� ������ �� �� ��� ������� ����� ������

�� �������� �� �� ������ ����� �	
� ��
��� ���
� ���
�� ���	
���� �� �� ������������

�� �� ���� Δp = pR − p0� ��� �� ������������ ����� ��� �� �!"#$

Δp ≈ �
τ

1 + x

%���� ���� �� �&'# ��� �� �! # �� �������� �	� �� ��������� ����� ������� ��

������ �(��� �� �� ��� �� �� ������ ����� �	��	 ��
��� ���
� ���
�� ���	
���� ���

�� ������������� ����� �� �� �����)� ����	���	� ��� ������� �� r$

Δ
[
∂pR
∂r

]
Δp

≈ τ · x · r′′′1 (p0)
2 (1 + x)2 r′1(p0)2

, �� �!*#

���� ���� ������� �� �� ��� �����+�� ���� �� r′′′(p0)�

�� �� ����� �� ��� �� �!*# �� ������������ �� �� ��� ����� ��� �� ������ �
 ��� ���

��� ���� �� ���������� ������ �� ��+���� ��� �� �� ����������� �� ��� ����	���	�� ��

�� ������ ��������� �� ��� ,��� ��� Δp �� ������ �� �������� ����� ��� ��
 +����

�������� �� Δ
[
∂pR
∂r

]
��� ����� ��� ��� ��� ��� ������ ��� ���	�� ��� ������ �

����� � ����	 �	 ���
������ �

-�	��� � �������� �������� ����������
 �ψ# ��� � ���,���� ��������
 ��
 ������� ��

,��� ���� .������� ��� -��� � '/0# ��� �� �������� ������) ������1����� �������

��(��� ���� �� ������������� ���� ������ ���,���� �����
 �
 � ������������� ��������

�� �� �������� ������� �� +��� ����� ���������� ��	������ �� ���� ������) ���	���

��� ��� �� ������� ��

Pt(rt) = c(At) + τ�θt + λt �� �!2#

λ̇t = λt(ρ+ ψ)− ċt.

.�+���� δ ≡ (ρ+ ψ)� �� ���

λt = λT �
δ(t−T ) +

ˆ T

s=t

�δ(t−s)
·
csds. �� �!/#

0*



�� ��� ����	
��	�� �� �������	���� 	������	�� ���� τt = τ0�
θt� ����� θ ��� �����
 ρ�

�� ���� �� θ < δ�

�� ��� ��� ���� ������ �� 	� ��� ���� ��� ����� �� Δ��� ≡ ������− ������ ����� ���

��� �� � �	���� ���	���� �� � ����	��
 ��������	��� �����

���� ����� �� ��� ������ ���� ��������
� �� �	��� ����	�� τt,�� = 0 ∀
t≥0

��
 	� ��� ���

���� �� ���� τt,��� > 0 ∀
t≥0

� �� ���� ���� Δτt > 0 ∀
t≥0

�

 � ��� ���� ��� �� ��� ��	�� �� ���� �� ������
	��	�� ���� ��� 
����	��
 ��� ���

������ ���
 �� 	�������
 �������	�� ��	��	��� ��� ��� �	�� 	� �	���

!����� ����� �������	������ ���� ��� �������� ���
�� 	���� ΔAt > 0 ��� ���� t�

�� ����� ��� ��� ���	��� �������� ����������

�������� 	
 "����� ∃t0 ����

ΔAt0 = 0 #!$��%&

��
 ΔAt > 0 ∀
t0<t<∞

.

'�	� ��(�	��� Δrt0 ≥ 0� ��
 ���������� 
�� �� )(� #!$��*& ��
 +������ ,� ���� Δ[λt0 +

τt0 ] ≤ 0� ������	�� �� ����

Δλt0 < 0.

-��� )(� #!$��.& #��
 ��� �����������	�� ���
	�	��&� �������� �� ���� ���� λt0 =´∞
t=t0

�δ(t0−t)
·
ctdt� ��	�� ��� �� ����	���� ��

λt0 = �δt0
ˆ ∞

t=t0

�−δt
·
ctdt. #!$��/&

 � 	�� �������� ����� ���� )(�� #!$��%& ������� #!$��/& ��� ��� ������	����� �	�� �����

0 #!���� 0&� '���� 	� 	� ����� �� ������
	��	�� ���� ������� $ 	� 	����	���� ��������

	�

�������� �
 "���� ∃t1, t2, t1 < t2� ����

ΔAt1 = 0 ∧ Δrt1 ≥ 0, #!$�01&

ΔAt2 = 0 ∧ Δrt2 ≤ 0, #!$�0$&

��
 ΔAt ≥ 0 ∀
t1<t<t2

. #!$�02&

)(�� #!$�01& ��
 #!$�0$& 	���

Δct1 = 0 ∧ Δct2 = 0, #!$�0�&

0*



��� ������	�� �
��

Δ[λt1 + τt1 ] ≤ 0, ������

��� Δ[λt2 + τt2 ] ≥ 0.

��� ������ 	��	����� ����

Δct > 0 ∀
t1<t<t2

. ������

���� ��� ������� �� ����

λt1 = λt2�
δ(t1−t2) +

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt.

����	� μt ≡ λt�
�θ(t−t1)� ��	�� !	�
�� μt1 = λt1 ��� λt2 = μt2�

θ(t2−t1)� �� ��� ��	��

μ0 = λ0 = μt2�
[δ−θ](t1−t2) +

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt.

"���	���

Δ[λt2 + τt2 ] ≥ 0⇒ ��θ(t2−t1)Δ[λt2 + τt2 ] ≥ 0⇒ Δ[μt2 + τt1 ] ≥ 0. ����#�

�� Δτt1 > 0 ��� 
��� �$%����	�� 	� ��� ����#� 	�%
	��

Δ[aμt2 + τt1 ] > 0 ∀
0≤a<1

. ������

���� ��� ������ �� ���� Δ[μt1 + τt1 ] ≤ 0� ��	�� �� ��� ����	�� ��

Δ[μt2�
[δ−θ](t1−t2)︸ ︷︷ ︸

<1

+

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt+ τt1 ] ≤ 0. ����&�

���� ������ ��� ����&� 	�%
!

Δ[

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt] ≤ 0. ����'�

���� ����'�� ������ ��� ������� ����(��� (	�
��� )���� � ����$ ��� � �������	�*

�	��� �������� ��

+, ��� ��$ ���� �� 	������� �-�-
��	(� ��	��	��� ,�� ���� %��	��� �	���� �-.���� � ��

�-.���� � ��-
� ��(� �� ��
�/ �� ��(� A0 = 0 	� ��! ����� ��� ,�� ��! t∗ �����ΔAt∗ > 0

����� �-�� .� � 
����� %�����	� %��	��� t� t < t∗� ,�� ��	�� ��� ��$ ���� ��� 	�%��� ���

��



���������	 	��

���
 ΔAt = 0 �t ��� �	 ��� ��	� ��	�	 ��	 ��� ��

�������	
� 	���	�

��	 ��� ���� ����	�
	 ���������	 	��

���
 ��� ��� �	����
 ���	� ���	 t � ���
 �
 
����
	

� � �� ��	�	 �
 � �����	 �	���� ��� ����� ��	 ���������	 	��

���
 ��	 ��� ��	��	� ��

��	 ��� � ���
 �
 
����
	  � ��	�	���	 ��	 �	���
����	� �����
�
�	��� �� ���� 
����
	


����	
 ���� ��	 ���
��	�	� ���	
 ������ ����	�
	 ��	 ���������	 	��

���
 At ��� ���

�	���� t�

!� �������� �� �
 ����

���	 ���� ��	 ��� ����� ��� ����"	 	��

���
 �� ��� �	����� ��

���
 �	�	 ��	 ��
	 ��	� λt ����� �	 ������"	� �
 �	�� ��� �� ���
 ��
	 ��	 ��� τt

����� ��	�� ��	 	��������� ���	 rt �� #$� �%��&'�� ���
 ��	 ���
��	�	� ��� �	�	

�����

�	���	
 	��

���
 �� �	�
� �� 
��	 �	����
�

(	 �������	 ���� ��	 ���
��	�	� ��� ��� ��	
 ��� ����	�
	 ��� �	����)
 ���������	

	��

���
 ���� �	���	
 ���������	 	��

���
 �� �	�
� ��� 
��	 �	����
 ��� ����� ���


������"���
�� �	���	
 ��	 	��	������ �� ��	 ���������	 	��

���
 *#+� �

����� � ���	
������ � ���
������� ��
��
�� �����	
���

��	 ��������" �	,	�����
 
�""	
� ���� � ���-�����	� ��	� 
����" �� �� ���	 � �
 ��	���-

.	� �� 
	�����
 / ��� 0 �� ��	
	��	 �� ���	-� �	"��	 
����� �����	
 � 
�
����	� 
�����

�	������� �� ���������	 	��

���
 ��� � 
��
������� ���	 �	���� � ���	������� �	��	�-

������ 1��
� �
 ��	 �	� �	���� ��� ��

�� ��	�
 �
 .���	 	�	� ������� ��	 ��� �� ���

���������� ������-�������" �	�
��	 �� ���� �	$���	 �� ���-���"���� �	���� �� ���	 �����

��	 ������ �� 	��

���
 
��	� �� �� ���	 � ����� �	 ��
	� �� ����	�
	
 �� ��	 ��
�-�

	��� 2	���� ��� 
��	 
����3	� 
�	�����
 �� ���	�	�� ����	�����	 ���	������	 �	�
��	


���������	 	��

���
 ��� ��� ����� ����	�"	 �� ��	 4%5 	��

���
 ���� ���	� ��	 ���	

��	� ��� ��	�
 ����� ���	 �		� �
	� �� ��	 4%5 
�	����� ������� ��	-� ��� �� ��	�

��� ���� ��� ����	�"	 �� ��� ���	� � �� ��	� ��� ����� ����	�"	 ���� ��������� ��	�����

6�
	
 ���� ��� ����� ����� 	�	���� ��	���� 	��
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��� pY �

F ≥ 0 ⊥ pF − pY ≥ 0

B ≥ 0 ⊥ pB − pY ≥ 0.
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����������! "�� � ������������ �� ��� ����� �� ������� ���� � � �
����� ���� ��
��

���� �������� ��� ��
	��� ���� �� � �
����� ����
 � �����$� ���������� ����� ��
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��� ��������� �� � �
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H = rt · (pt(rt)− c(At)− k(rt, At))− λtrt �0!'�

�!�!
·
At = rt ��A0 = 0, �!�!At =

ˆ t

s=0

rsds,

���� ��� ����� 	
��� �� ��	��
�������� �� �� ������� ����� ������	� ����	 ���� � � ������
����� ��	��� �� 	�������

������� �� � ������ ���	����� �	�����	� ��� 	
�� ���
�� ���� �� ���� �� � ����������� �
 ����
�� � ��������� �	�����	�� ���� ���	���� � ��� � !""# ���� 	������ ��� ��� 	
�� �� ���� ���� ��
���	�������� � 	������

1)



����� rt �� ��� �	
��� 
 ��� ��� ��������� �� ��	� t� At �� ��� ��	������� �	
��� 


��� ��� ��������� �
	 ��� ������� ����
� �� �
 ��	� t� �
�	������ �
 � 
� t = 0� c(A)

�� ��� 	������� ��������
� �
�� ���� ��� ��������
� 
 ��� A ����� 
 ��� ���� �
���

�� ��������� �� ��� �
���� �
���� ��� pt(r) �� ��� ������� ��	��� 
� ��� �
��������

��� �� ��	� �� ��� ����� pt ������� 
� ��� ���������
��� ��� 	����� � r ����� 
 ���

��� ��� �������� ����� �
�����
 ��
�������� ������������ 
 ��� ��	��� ��� ����� pt

	�� ������ ���
 
� ��� �	
��� 
 ��� 
���� ��� �������� �� ��	� t�� ���� 	
���

�
�����
��� ���� ��
���� �
 ��� ��	��
�� ������ ����� ���  ���� !����
� ��� ����

��
�
��� ��� ������� 
� � ������ ���
������� ����� ������� ���� ���������� ��������
�

�
���� ��� ������
� ��� ��� �
��������� 
 ��"������
� 
� 
 � ����
��� ��	�����
� 
� ���

��� 	�� ���� ���� ���������� �
	�� #������������� �
��� ���� ��������� ���� ������

�� ���  ���� !����
� ����������� $� �� ���� ���� ������ �
� ����������� �%������ ���

�
�� ������� ���� ������� �
 ��� &���	��� 
� ��� ��������� 
 ���  ���� !����
�� ����

������
��� �
�� �
	�
���� ��� ���
����� ��� 	
��� ��������
�� �
	 ��� ����� '
�������

��	��
�� ���� ��� ��������� 
������� ��� �
���	���
� ����� ��� �������

��� ()*� 
 ��� '�	���
���� �� +"� �,�-� ����� ��� 
��
���� �����
���� �
�����
� ���

���
����� �"����
�.

∂H
∂rt

= 0 : pt(rt)
!
= c(At) + k(rt, At) + λt �,�,�

λ̇t = ρ���λt +
∂H
∂At

: λ̇t
!
= λtρ��� − ċt − rtkA(rt, At),

����� �� ��/�� ct ≡ c(At)�
�� ��� λt ��� �� ��	� t� ��� ����
� ����� 
� � 	������� ����


 ���
���� ��
�� ���� ��� ��	������� ��������
� 
 At �����
�� ������ $� ��� �����
����

�
�����
� �+"� �,�,�� ��
��� ��� ���
���� ����
� ����� �� ��� ��%������ ������� ��� �����

���� ��� ���
����� ������� 
� ��� 	����� ��� ��� ��������
� �
���� ���� ��� ��� ��������

���
���� ���� �������� �� ��� ���
�����
���� 
� ����� �� ��	� t� 0������� ���������

��� ������������
� 
 �������������� ��������
� �������
���� ��� ����� ��������
� �� +"�

�,�,�� �� �
�������� 
� ��� ���� 
 	�������� �����
����
�� �������� 
%���� �
	����������


��� �� ��� ����� 
 �� ������
��� �
�� ���� ������� 
� ��� ������ ��������
� ����� �����

�
��� ���
��������� �� 	
������� ��� ����� ������ ������ 
 ��
����� ��������� ��������
�

������� ������� 
� ��������� 1� 	��� �
������ ���
 �� �
�������� �� ����
��	���
� �
 ���

���� 
 ��
�
�� ����� /���������/� ����� �
����

������ ���� �� rt =
∂At

∂t � 	� ��
� ċt ≡ ∂c(At)
∂t = ∂At

∂t
∂c(At)
∂At

= rt
∂c(At)
∂At

�
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����� �������	�
�

��� �������	
 ����	� ��� ��	���� ���� �� ��� ����� ��� ��� ��� ��������	� � ����

� ��� ��� ����� ����� ����	��	 ������������	� ���������	��	� ���������	 ���� ���

�������	���� ������ �������	�� ���� ��� ��	������ �	 �����	 ������

��� ���� ����	� ��� ������ � ��������� ��� ����!����� �������	
 �� ��� �����	� ���


��	�� ��	������	 �� ��� �	� ���� �� �����	� ����� �	 ��� "#$% �	� ��� &�	�"#$%

��
��	 �	� ��� ������ ������� �	� ��������� ���������� �� ��� ����	�� �� '������� ��

(����!�) �� ��� �*++,�� � ����	� �������� ��
��� !���� �	�� �	� � ���) �!���

����!���� �� ��� ���� ��� ����	 �	 ��� ���	 ����!�����	� ����	
 ε = −0.9 �	� σ = 1.2�

��� ���) �!������!���� !�����	 ��� �	� ���� ������ ���	� ��� ��-���� �� �������

�	
 ���� �	 �� ����� ����������	��� ! ��� ���� ���� ������� ��� ���!���� �� ����.�	


 	������ ��� ���� ���� �����������	 ���� ������ ��� ��������������� $�/� ������ �

������� � � ������� ������

��� ���.� �� ��� ���������	 ��� ��� ��� � � ��	����	 �� ��������.� ���������	 � ���

������� ��0	�� �����
� �� �	.���� ��� ��	����	 
�.�	
 ��� ��������.� ���������	 A ���

� ����0� ���
�	�� ���� A(c)� ��� �������	
 ��	����	�� ���� ������ �� ����� � .�� 


��� 0� �� ��� ���������	 ��� ���.� ! 1�
	�� �*++2��

A(c) = p3/(1 + exp((c− p1)/p2)) + p4 exp((c− 45)/p5).

3� ��� ����!����� ��� ��������� p1 �����
� p5 �� ��� ���������	 ��� ���.� ! 1�
	��

�*++2�� 4 5�
� ��* ���� ��� 0� ���.��� �	 ����� ������� �������	��	�� �� ���

1�
	�� ���.�� 6����.��� ����� � � .�� 
��� �������	��	�� !�����	 ��� ���� ����	�

7#4 ��889� �	� �	 �������!�� �������	��	�� �� ��� 7#4 ��88,� ���������	� ��

7	������	
 ���������	 ��� ��� �� �� *2�8 
�
���	 �(�� ����� ��� ���� ��� ���.� �	

1�
	�� �*++2� ��.�� �	� � ������.�� ����� �������	 �� ��� ������ �������� �������

�� *: 888(� ���� �%#14� �8*��� 6����.��� � 1�
	�� 	���� �� ����� ���� ����.�

�	 �� ������ ���	 ���� ����� ��)�� � � ����	 ��� ��� ���
�	� �� �� �������� ���

����� ����� ���	
�� �
 ���
������ �
 ��
��� �� ������������ ����
��� �� ���
 
�����
���
 ��� ��
����
 ��� ���� ���� ��
������� ���� ���� ��
����
� ���������� ��� ����� 
���������


�� ���� �

�������� �� ��� ���
� 
������� ������
 ���������� 
�������� ������� ���� ��� �

������� ��

��
�������� �� ��� �� ���� �
 �� ���������� ������ ���� ��� �����
��

���������	 �� ��� ���� ! �
�� "#�� ��� ��� ������ ���� ���
������ ��� ��� ���� ���
������
 �� ���
$%&' ��� "#�( ��� ��� )$*� ��� ���� �
�� ���

"���� ���
�������
 �� #��� �� �������� +� ���
 
�����
��� ��� ��
����� ����
! ������ ������ ���
������ �� ��� ,��"$%&' ������ ����
���
 ��� �������������
���� �
 ��������
 �� ��� ��������� ��������
 �����

 ���� ����� ����� ���� ������ 
�������� ���
������ ���� �� ��� �������� ��������
� +� �� ��������� -������
�� �.#��! ��
�
 ���

"���� ���
�������

���� ������
 �������� 
�����
� ��������� #�#/ ���� ��� ���� ��
! �� ���� ��� #��. ���� ���� �� �����

������� ��� ���� �� ������� 
��
������������ �� ��� ����
�

����� �����
 ��� ��0����� ��1�
��� �� 2.#�.�

,9
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��������	
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��������	

��������

��������

������������

������ ��	
 ��� ��������� ���� ������

������ ����	�
��� 	 �	�� ���� �	�� ��
� �	����	�
��� ��
� ��	��� ���� ���
�	���� ����


���� �� ��� 	 ����� 
� ���
� ���� �����
�� 
���� ��� ��� �� !"� ����#  $"�

����
%� �	�� 
 �����
� &�
��	� �& ��� �������� �
���� �	�� ��	��� ���'
'�� �(��
	��

'� ��� ����������� ������ �& ������	�� ��
� ����)��	� 	 ��� ������ )	���	�) ��

�
���� ��
 
 ���	� ���*���) �(��
��	� ���� 	���
��� 	� �
� ���� ���	��� �� ���	���


 
���
� ��
� �(��
��	� ���� �& +� ���� 
� �� 
���)� 
 �(����	
��� 	���
�	�

�(��
��	� ���� ����� ��
� )
����� ��� �(��
��	� ,���� 
� ��)��
�	�� 
)���-*�
�


�
	� &�� ��� �
����� .�
�	�� ���	����� 	 !���� �)
��	
� ���� �& �/0 ��� 
&��� �12���

�(��
����%� 3�	� ���� ����� 	� �	�� '� c = 50 $/t eA/996Gt� �	�� ��� ����� ��� ��	� �����

����	��� 
 ��)���)	�� '����� ��� ����
� 	��
 �& 
 �)����� ����( �(��
��	� ����

������ 
� ��� �
�
 ��	�� &��) ��� ������ ����( 
� ���
�� ���4���	� �& !����

��551%� !
��*������� �(��
��	� ����� 
�� 	���� 	 ��� ��
�
�� ������

3� '� ������
�	�� 	 ���)� �& ��&��	� ��� ���� 6
�
��(� �� 
���)� 
 )����� ������

�	����� �
�� &�� ��� &��� ����� �& ρ = 3%���

����������� 	�
� 	��������� ��� �� ��
��
�� ������ ��� ��������� �� ���� ���������� ���� 
��
�
� ������ �
��� 
���
���� ������ ��� �
�� ��� 	�
�� ���
��� �� ���
� �
� ��
� �� 
� 
���
�� 	�
�
	��������� ������ �
�� �� �� � ��� ��
� ���� !��� ������ !�"" #��� 	
�	�
����� �
��� �� $%��
!�"�
&�

��'���� �������	 ��
� ��������� �� ����� (� �� 
���� #���� ����� )����
�� !��*� ��� 
� �������� 
��
���	�����&� ��� 	��	���
��� ����
���
� ��������	������ �� �� ������	
� ��
������ 
�� �������� �����
����� �� �
�� ��� ��	� �������� ���� �
�� �� 
 	������
���� #���& �����
�� �� ��� �
���������
����	�
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������ ���	 
�� ���������� ���� ������

��� �������� ��	����	
 �� ��� 	��2���� ��� ������� ��� ��� ��� 	��2�	 ��� �����

�� 	�� ��������� 	��	 �������� ��������	���� 	��  ������ �� ������� 	� ������� ! 	�� ��

����  �� � ������� "���# �� �
�	��	�� ���  ������� "$�%�&%�'� ���() *��	�� �	 ����

����#��� +����	 	�� ,���  �����	� 	�� �
�	��	�� ���� ��� 	�� ���� �������� ��	����	


�	 �	� ,��� ������ 	��� �� ������� ��� "	��	 ��� �� 	�� �����	�� ��� �����	 ���������

��� 	�� ����#� 	�� ��� �� ���� � 	�� �� ����  �� ������ �� ���  �������� �� ���� 	��	

�-���� ��������� ����� ������ 	��  �����	��� "��� 	���� ������# 	��	 �-���� 	�� ,���

������ 	��� ���������� �� �	��� .����� �/����� �
�	��	�� ���� �� ���� 	��� 	.��� ��

�������� ��	����/�� �� ����	��� 	� 	�� �� �	 ���	� ��� 	��� ����� 	��  ������ �� ������� 	�

�� ���0��	 	� � ����	��	 ����	����� ,-�� ���	 ��� ���� ������ �� �
�	��	�� ����  ��������

cl� ������� 	� �����	 	� cl1!2 3���� "��  ������� �
�	��	�� ���#� �� 	�� ������	����

	��	 ����. ��� ��������	���� 	�� �/����� ���	� �� 	��  ������ �� �����	 �� �  �� �����

��� 	�� ��� �����  ���� ���� 	��	 ��
 ������ 	��	 �����	 �� ��	 �
 	�� �	������ ���

��  �
 ��� 	��	  ���� .��� ��  ��/���� �� �
�	��	�� ���� ���� ����4��������	����

��� ����� �	
 ����� ��� ���	�	�� � ��� ����� ������� ��� ��
� ����� 	� ��� ��� ���� �� 	������
������ ��� �	
 ����� �	����� ���� �� � 
���� ������ ����	�� �	���� �	����� ���� ���
� ���� ��
������ ��� 
	��
	���� �� � ����� ������� �� ������

���� ���
	��� ��� ������	�� ������ ������ �� ��� ���� �� ���
 ���� ��	
� � ��
� �� ����� ��	����
��� ��� ���
 �� 
	!�	� �	�
� ���� �	���	��� ���
 	 " #�����
 �� �	
 ��� ��� �� ���
$� 	� 	 
	���
� 
����
��� ���	���	��� ���
� ����� %�& #'���	 �� �
�� "((&$�

(�



���� ��� ����� 	��
��� �� ����������� ��� ���� �������� �� ������� �� 	����� �� ���

���������� ����� �� ������ �bble� �� ������� �� ������ pb,∞ = 200 $/ bble� ���� ��

������� ���� �������� �� pb,ini = 500 $/ bble ��� ��� ��������� �������� ������������

�� �� ������ ���� �� ��� �� ����������� ��  ��! �!" �� ! #$! %������� ��&&'� �� ����

��������� ���� ������ �� ��� ����	����� �� �������� ��� ������ �����! (� ������� �

	��
��� ��� ))*& +,�- �.)/ +,tCO2� ���������� ���������� �� ���� �� ���� ���� �� ���

���� ���! 0� bble �������� ����� ���� ���������� �� �� ������� ���� �� ).* +,bble! 1���

���� ����� ��� �� �������� ����������� ������������ ���� ������ ���������� �� � �����

����� ���� �� ��� ����� ��������� ���� �� ����� ������ )&& +,		�!��

-������ ���� ������ �� ����	����� �� ������� �������� ���������� ��������� �� 023
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ΔENPV ≡ Σt(Et,tax − Et,no tax)�
−ρet� 
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ΔDNPV ≡ Σt(Dt,tax −Dt,no tax)�
−ρdt,
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t∗1/2 = {t | (1− ρ∗e)
t = 0.5} �� t∗1/2 = ln 0.5
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%��%����� ����� ��� %�����
 )������� ��*����� ��� ���� �� ��� ���������� 	����	�	 ���.
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&��� �� ����	 �� ���	 ��%���	� �� ;)1 ��		���	 �%%�� 	��*��� ����� ���� ��� ���	��%

��		���	 *���� ���� �� ��� ��	��%� �� ��. ���������� ��� �	 ��� � ������ %���� *������

��� ��� 	���� �	 ����� �� 	����� ��� ������� ����%��� ������� �	� �� ��� ��	��%� �� ���

��	%������� �� ������ ��		���	� �����������. ���$
 :��������� ���	� ��		��� ����4

��� ����	 	�� ����%�� ���. ����� ��� �		������ �� ������ %�����	 �� ��� ���� �����

����*��� �� �� ������ ��		���	 ��� ��	%������
 <��� ��� ���	��	 ��� *��%� �	� 	�����	

���� %�� �� *��� ������ %����� ������� ����	 ��� �� � ��9����� ������
 /�� �������

��������� �� ��
 ������� )�������40�����	 ������� =������ ��� ;��������� ��-- � ���

������� ����!� �	� 	����% ����	
 5� 	�%� 	����% ����	� ��� ������ ������� ����	 �.�4

�%���. 	�� ��� �� �� ��� %��%��� �� � 	����% ���� 	����. ���%����
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� ���� ���� ��������� �	������
0� ����	��� �� ��
	� p���

1��
���� ������� 
� �
��� �� Ur =
´
T
e−ρt [ur(er,t)− er,tpt −Dr,t] dt� ����� T = [0,∞] 
�

��� 	���
��� �
������
0��� ur(et) 
� � ��
�
�� ��� 	��	����� 
�	����
�� 
� 	������ ����

	�������
�� er,t� pt 
� ��� ���� ��
	�� �� Dt 
� 	�
���� ����� 	����� 
� 	������
��

��
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��� Et� �� ������ ��� �
���� �
����
�� ����� ��� 
������� ���� 	��������� ��

��� �
���
�	���� ����� ρ� *� r = {h, f} ��� 
����� ��� ��� �����
	 �� ��� ����
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���
��� 2�� �
���
	
�� �� ������	� ���� ����
�� ��
��
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���
�
��3�� ���� 
�� �� ���

Df,t ≡ 0� �� 	��� �����
	 ����� Dh,t = Dt = D (Et)� ����� Et ≡
´ t
0
ew,sds� �
��

ew = eh + ef � ��� �����
� ���� 	�������
��� �� 	��� dt ��� ����
��� 
������������

����� ���� ����
��� ��
��
��� �� �
�� t� dt = d(Et) = D′
t(Et)� /����
�� 	�����

����� ���� 	������
�� ��
��
���� �� ���� d′(E) > 0�
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����
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u′f (ef,t) = pt. �.�&�

2��� ����	��� �����	� ����� �
�� 
�	����
�� ����
��� 	��� ct = c(Et)� c
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� ��������	� ��
 �
��	� �	 ���� ���
� ��"
#
 ��	���
�
� �� ��
 �
���	�$ �
������ �����% �
� �
��	��

����
 
&�
	���	 �� ��
 ���
 !���  ��
��	 �����
 ������ #
 �������� ��!���  �� ���� � !���  ����!��

&,)



��� ��� ������� �	
�� � �	
�� ������ ���
����� 	 ������� 	�������� ��

pt = ct +

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)ċsds, �����

����� ��� ������ ���� �� ��� ��� ����������� �� ��� �������� ��	��� �	
���

���������� 	
������� 
���� �� ��	���� ��� �	�� ����� ��� �������� ������� ��

��������� �� ���
	���	

 �	� ����
 ��
�� ����� 	 ��������� ��
�� � !�� ������ ������"�

����������� �� �������� # ����������� ����������� ��������� � �������	
�$�� ��


������������ %� ��	� �

���� �� ���� ����
� ��� ���� ����� � �	��	#
��� ��������

����� et �� e(t)� &�������	

 � �� ���� ������� �� ��� ����� � ��� �������	 �������

�� et ���
� ��	�� �� eh(t)� ���
����� ����������� �� 	
�	 � ������� ���� 
� ����� ��

����� ew� '������� ���� �� �������� �	���� �� 	
�	 � ��	� ���� �	����

!�� ��������	

 �����	
 ����������� �	�� �� ���
����
 ������ # ��� �	����$	����

���#
��

max
eh,T

U =

ˆ
T

e−ρt [u(eh,t)− eh,tpt −Dt] dt,

����� ��� �	��� pT 	�� ef (T ) 	�� �������� � ��� ������ �	��	#
� �	�� eh,T 	�� ���
����
 

������ # ()�� ���*� 	�� ������

+�� e∗h #� ��� �����	
 �������� ����������� �	��� !�� �����	���� � U �� ��� ',-

��������� ��� �����	
 �������� ����������� ��

dU(e∗h)
deh(t)

= e−ρtu′(eh,t)− e−ρtpt −
ˆ ∞

0

e−ρseh,s
dps
deh,t

ds �����

−
ˆ ∞

t

e−ρsdsds−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds,

����� ��� 
	�� ��� ����� 	�� ���
��� # dDs

deh,t
=

∂Ds

∂Es︸︷︷︸
ds

dEs

deh,t
	�� dEs

deh,t
= ∂Es

∂eh,t
+
´∞
0

def,u
det

∂Es

∂ef,t
du�

���
 ��� dEs<t

det
=
´ s
0

def,s
det

ds 	��
dEs≥t

det
=
´ s
0

def,s
det

ds + 1� 
�	���� ��
´∞
0

e−ρs dDs

det
dt =´∞

t
e−ρsdsds +

´∞
0

e−ρsds
´ s
0

def,u
deh,t

duds� 	�� ����� ��� ����
��� ������� �	� 	

���� ��

���� � �����	 
��������� �����	��� �� 	����������� �� t �� ��	 ������ 	�������� �	���� �	 ���

���� ��	 ���	 �	��
���� � ��� ��� ���	� ���� �� 	��������� ���	����	�� �	��	 � ���	� t ���� �	

 	�� �!	!� pt ���� �� ���� ��	� 
�� C = ct � �	�� ∂ e−ρt(pt−C)
∂t

!
= 0� ������� 
�� pt ������ ��� ������

������	������� ��� ������� �	� �� ������ ����� 	  	�������	� 	� ����� ���� ���!�� ������� ���!"�# ���
������ ���� �� ��� $ � �� ��� ����� ����������� �� λ�

��%�� �	�� ���� �����	� ���� ��������� ������� ��� ��� �&�	������� �������� ������	
���� 
��� ���
����������� ������ �� ���	��� �� '	�� 	�� (����� �!))��# ������� ���� �� ��� �	*� ��������� ����
	�������
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������ ����� ��	 �������� ��	 ���� � 
��

������� ���� �� �������� ��� τt� 	������ �����
���� �� �������	 ��

u′(eh(t)) = pt + τt,

������ ��� ����	��	 ���������� ���	������ ������������ � ������ �������� ��������� 
���

��	�� �� �
����� ���������� �

��� ������� ��� ��� τt ��	 ��� 	������ �����
����

eh,t�

�� ���  !" �������� dU
deh,t

= 0� ��� ��� 
��� τT ���� �������� ��� �
���� 	������

�����
���� ����� eh(T )
∗ �� ���� 	����	 ��

τ ∗t =

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds︸ ︷︷ ︸
������ ����	�

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)eh(s)
dps
de(t)

ds︸ ︷︷ ︸
����
��������

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)ds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds︸ ︷︷ ︸
�����	�

. #$�%&

'������ 	���������� ��� �� �� �����	���	 ���� 	������ �����
���� �� ��� ����� 
����	��

eh,v 	=t� ���	 ���	� ��	 ��� ������� �����
���� 
���� ef,T , ��	 ��� ���� 
���� pT �	(������

�����	��� �� )��� #$�*& ��	 #$�+&�

,�� �
���� ��� �� ���� �������	 �� ����� 	������� ������� ,�� ������� �����
�������� ��

��� ���� �� ��� 	����� 
�������� �����- ��� ���� �����
���� �� ��� t 	������� ���������

��������� �������� ��� ��� ���������� ����� �
����� � ������ ���� ds ��� ��� 
����	�

��� t ��� s ≥ t� .� ������
��	� �� ��� �
���� ������ ���� τ ∗Pigou ��� )�� #$�/&�

,�� �����
���� ������ ������ ��� 
���� p(s) 
��	 ��� ���� �
���� e(s)� �		��� ���

�����	 ��
������ ��0������ ��� �����������	� ������  ������� ��� �������� �� ���

������� ������� ef (s)� ��� ������	 �� ����� ���	��� �� ��� ����	 ��
������ ��
�������

��� ���1��� ������

��� �����	
������ ���
	� 
�� �����������
�� ����	

,�� �
������� ���	����� )�� #$�%& ��� ��� ��� 	����� ��� �
���� ������ ��� ����

�
�������� ������ ��� �
���� ��� 
��� τ ∗T �� � �������� �� ��������� ���� ���������

���� 	�
��	 �� ��� ��� 
��� ������ #�� �� ��� 	������ �����
���� 
��� ����� ��

��0�����	 �� ��� ���&�  �� ������������ �
�������� ���������	 �	���� �� ������ ��


�����	 ���� ��� �
���� ��� 
��� ��� �� ���������	 �������������  �� � ��������

�	��� ��� �
���� ������ ��� 
���� �������� ��� �� ���������	 �� ��� ��� 
��� τ ∗T #��
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 �� ��� ����������	
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-� ��� ��� �	�� �	����$ 	� �� ������� (� ��� ���� �	���� �	������� #���� �������

�����	
 ��
�	� 	� Ur = zr +
´∞
0

e−ρtur(er(t))−Dr(t)dt� ���� z �� ������� ��������

���� �� 	 ����	�� ����� ������ 	������� ������ �	���	
 �	$��� ������� �������

�����	����� �	� 	
�� �� ��	����� 	� 	 ������� �� ��� ��. �� 	 ����������� �	�� ζt�

���� z =
´∞
0

e−ρtζtdt/ ur(er) 	� 	� ����	��	����� ���
 ����������� ���
��� 	�� Dr ��

��� �	�� �� �����	
 �������� �	�	���� 0� ��� �������� ������ ����� �	� �	� �	���

��� Trf 	�� Tre �� ��� ������ ����� 	�� ��� ���
 �������� ��� ������ �����	���

�� z0 = z + Trf + Tre +
´∞
0

e−ρte(t)ptdt� 0� ��� ������ ������ �������	

� ��������

��� �	���� Trf � �� ����� z0f + Trf = zf +
´∞
0

e−ρtef (t)ptdt� #�� ���
 ������1�

���
��� Ue �� ����� 	� ��� 
���
 �� ����������� �� 	 ����	�� ����� ���������� �� ���

��. �� ���
 �	
�� ��&�� ��� �� ��������� ����� �
�� 	 �������	
 ������� �	����� Tre�

Ue = Tre+
´∞
0

e−ρt (pt − ct) ew(t)dt� ���� ew(t) ��� �
��	
 ���
 ������������ pt ��� �	
��

����� 	�� ct ��� ���	����� ������
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�
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�
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���� ������� ���
��� ���� ��	���
��� ��������

�	�� 
� ��
�� ��������� ������
´∞
0

e−ρt

⎡
⎢⎣u(e(t)) + uf (ef (t))︸ ︷︷ ︸

��������	�� 
���

− (e(t) + ef (t)) ct︸ ︷︷ ︸
�������	�� �����

⎤
⎥⎦ dt� 
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�� �	� ���
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�
"
�� �	� �� �� �����
� ��� ��������� ����
�� ��� ��������$ ������� ����

���
"�� ��� �	� ����� �� �	� ������� �������� ������� U∗� �	� ���� ��
�� pt� ��
� ��

�	� ������� ��� ����
��� �� �	� ���� ��������� ������ ��� ��� ���� �	� �������
��

���� ct� � ���� � �	� ��
���� ��� ��� �	� �����
� ���
��� Dt� ��� ������� ���������

���� �	� ���
���� �������
�� ��
�
�
�)

maxeh,T U∗ =
´
T
e−ρt [uh(eh(t)) + uf (ef (t))− ew,tct −Dt] dt� �	��� ���	� �	� ����
���

�������
�� ��� ��� �	� 
���������� ������ ��*��� � �
�����
��� �����
�� �� ���

�����
�� ��

��� ct ≡ c
(´ t

0
ew,sds

)
� Dt ≡ D

(´ t

0
ew,sds

)
� �
�	 ef 
���
�
��� ��*���

�� +�� �(�&� ��� �(�,��

-��
�� � 
���� 
������� ����
�� �� ����
�� �	� ����
�� ��� ��
�� �	� �������

./0�  � �	� �������

dU∗

deh(t)
= e−ρtu′(eh(t)) +

ˆ ∞

0

e−ρsu′f (ef (s))
def (s)

de(t)
ds− e−ρtct

−
ˆ ∞

0

e−ρs
[
def (s)

deh(t)
cs + ew,s

dcs
de(t)

]
ds−

ˆ ∞

t

e−ρsdsds

−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

&1'



���� ���� 	
��� �� 	
��� �� ��� u′f (ef (t)) = ct +
´∞
t

e−ρ(s−t)ċsds� ���� �������

dU∗

deh(t)
= e−ρtu′(eh(t)) +

ˆ ∞

0

e−ρs
[ˆ ∞

s

e−ρ(u−s)ċudu
]
def (s)

de(t)
ds︸ ︷︷ ︸

I1

− e−ρtct

−
ˆ ∞

0

e−ρsew,s
dcs
de(t)

ds︸ ︷︷ ︸
I2

−
ˆ ∞

t

e−ρsdsds−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

�� ��� ���� ��� ����� I1 �� I2 �� ��� 	
�
� ����� ���� �������� ��� 	
� �� ���� ���

��!������ �" ��� �#������� ����� �� ��� dcs
deh(t)

= c′s ·
[
{1 �" s ≥ t ���� 0}+ ´ s

0

def (u)

det
du
]
�

���������� I2 ��������
´∞
t

e−ρsew,s [c
′
s · 1] ds +

´∞
0

e−ρsew,s

[
c′s ·
´ s

0

def (u)

deh(t)
du
]
ds� $�����

��� ct ≡ c
(´ t

0
ew(t)dt

)
������� ċt = c′t · ew(t)� I2 ������!�� ��

´∞
t

e−ρsċsds+
´∞
0

e−ρsċs ·´ s

0

def (u)

deh(t)
duds� %����� "������ ���

´∞
0

e−ρsċs ·
´ s
0

def (u)

det
duds ��  ������ ���&�� ����'

��� ���� ��� ���� (��) ��!��� &� u ≤ s� �� *���
´∞
0

e−ρsċs ·
´ s

0

def (u)

det
duds =´∞

0

´∞
u

e−ρsċs
def (u)

det
dsdu� ������ ��������� u �� s ������ ��� ��� � I1� ����� I1

�� I2 ���� ����� ��� �� ��� 	
�
� �� �� ���

dU∗

de(t)
= e−ρtu′(eh(t))− e−ρtct −

ˆ ∞

t

e−ρsċsds−
ˆ ∞

t

e−ρsdsds 	
� �

−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

��� �+, �" ��� �#���-���� ���&��� ���� ������� ����  ������������� &� e−ρt ��

������ "���  ������� �� ������� ���� �#���������

u′(eh(t)) = ct +

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)ċsds+
ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds 	
�.�

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)ds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

����  �# �" ��� τt� ��� ���������-�� �������� ��������� �� �������� &� ��� ������

�+,� ������� ������ &���!�� �� ������

u′h(e(t))
!
= pt + τt.

/���� "��� ��� 	
��� ��� ��� ����������� ��������� ��� pt = ct +
´∞
t

e−ρ(s−t)ċsds� ���

��� �# τt �� ������ ��� ������ ����������� ����� �������� �� ��� 	
�.�� �� ����

��0



�������

τ ∗t =

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds︸ ︷︷ ︸
������ ����	�

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)ds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds︸ ︷︷ ︸

����	�

. ���	
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 �� ��� ������ �������� ��������� ��������� ��

��� ��� ������� ������ �� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ������� ���� ���� t �� �� ���

������ �� ���������� ��������� ���� ��������� �������� ��������� �� t�  ���� ���� ������

��� ������� ���!�� ��"� τ ∗Pigou ���� ��� ���#
� ��� ������ ���� �� ��� ���$��� ����������

%�������&� �� �� ��� ��� ������� ����� �� ��� ������ ������� ���������� ���� �� � ��������

�� ��� ���������� ������ �� ������� ��������� �� �������� �� ��� �������� �����������

������ �� ���� t� ����� ������ ��������� ��� ���$��� �����������  ����  ��� �������

���� �� ��� ������� ���������� ��"  ������ ������������� ��� ���'
� �������� ���������

��� ������� ���������� (�������)���&* ��" ������ �����)��)����� �+���� ��� �!����, ��

���������� ��� �&���������� ������������ ��&���� ��� ��������-�� �����

������� ��	
�� �	��� .��� ��� ������������ ������� ��� �&���������� ��������)

���� ����������  ���� ������� ���� ��� ������*  ������� ��� ����& ��������� ���� �� ��

����� ���� τ ∗t �� ��� ���	
 �� ��� �!����� �� ���$��� ���� ���������� �� ��� �������

 ���� ��� ��������� ��"� ���� ��� ��� ������� ���!�� �����& ��

τ ∗Pigou,t =
ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds > 0. ���#


/������ ��������� ��� 0��$��� �1232
 ��� ���� ���� ����������� �� ��� ������ �������*�

������� ������-��� ��� ����������� ��� ��� ��������� �"�������� ��� �������� �����

/���������&� ��� ����� �� ��� ������� ���!�� ��" �� ���� � ������ ��� ��� ������� �����

�� ��� ������ �������� ������� ���� � ���� �� �������� ������ dt� 4���������� ��

�������)����������� �������� ������������ �+���� �� ��� ����� ��� ������� ��" !������

������� ������ ���& ���������� �� � ����� �� ����� !�� ��� ��� !�&��� ��� �������  ������

�������� ��� ������� ����� ��� ��� ��������*� �&����� ������� !������� ����� �� ���

������� ������������ �� ��� �������� �� �!����� �� �"������������

5���� ���� ��� �����" �������  � ���� ḋs > 0 ������ ��� ���� ����������� ������ ���

��" �� �������& ��� ���� τ̇ ∗Pigou > 0� 6���� ��� ���	
 ������� ���� ��� ��" ��� � �� ���� ����

��� �������� ���� ���� ���� ��� ��� %����� �����������
7  � ���� τ̇ ∗Pigou,t = ρτ ∗Pigou,t − dt�

����&��� ���� τ ∗Pigou,t ��� � �� � ���� gPigou,t = ρ− dt/τ
∗
Pigou,t︸ ︷︷ ︸
>0

< ρ� 8� ���� �������-�7

��	�	����	� ��� 6!���� ���$��� �+����� ��� ����� �����" ������� ���� ����������

����� ������� 	
� �� � ��������� �� ��� ��� ������� �����
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� �������� ������ τ ∗Pigou� �� ������� 
�� �������� �������

������� 
� 
 �
�� gτ,P igou ����� �	� �������� �
�� ρ�

τ ∗Pigou > 0 
�� 0 < gτ,P igou < ρ.
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�� � �"��� �	
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� ����

	 ���� ��� �������� ����� �� �	� ������� �� ����	�� ��������� 
� ��	�� �������

eh,v 	=t� �� �	
���� �� ������� ��������� 
� ���� 	� eh,t�
�� #�������������� �� 	��� �����
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'����� ������� 	�
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´∞
0

−def,u
deh,t

· ´∞
0

e−ρs ∂D(s)
∂ef,u

dsdu´∞
0

e−ρu ∂D(u)
∂eh,t

du

=

´∞
0

e−ρ(s−t)ds
´ s
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duds´∞
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ˆ ∞
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e−ρ(s−t)dsds︸ ︷︷ ︸
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· (1−DLRt) = τ ∗Pigou · (1−DLRt) , ���** 

���(	���� 
��
 DLRt �� 
�� !����	� 	������
 �%����� �-�������
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e−ρs
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�� �����	��� �

����
���� 
� �
��� ������

�	�����	� ��" $��
�������� �	 
�� ��
�� �����	� 	�	��	��
�����!�� ����� 
�� ����

�� ���� �	� ��� �	 
�� ����
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��� ���� ��� 
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 %���� p = [p1, p2]" �����	�� ���� ��	��%
��	 �

��	�
�� � xr = [xr,1, xr,2]" $������	� ;������' �
 ��" �4<<0�� �	
�	
�	��� �����	��

������� Wr � ��5	�� ��
� 
���� ��	���� �%������ 
���= ��� �
���
 ���� �����	��

�	��� ��	��%
��	 Y � ur(Yr)� ���� 
�� 
�
�� �����	�� ��
 ��� �	��� %��&���	 cr(Yr)�

�	� ����� 
�� �����	��� %�����&�� �	&���	��	
�� ��
 Dr� ����� �� ����� � � ��	�
��	

�� ������
�&� ������ �����	� Dr(E)� ����� Et =
´ t
0
esds� ��
� et ������ �����	 �



��� t=��

Wr = ur(Yr)− cr(Yr)−Dr (E) . �,"4.�
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 ��" ��� �� � ��	�����

�������� �
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���� �� ��� 	�
����� �� ��� ������ ������ �� ���� ����� �� ���� t ∈ [0..T ]� ��� ��� ����


������ ����
� �� ������ �� ��� �
����� ���������� �����
� �� � ������������� ����
�

	���� 

W =

ˆ

T

e−ρu·tWr,tdt,

���
� ρu < 1 �� ��� ���� �������� 
��� �� ��� ��������� 
�������

!�� ��� �������
�" ���
�# ����������� �����# �� ��������� �� ��� ����������� ��

���
�# Y � ur = 1
1−αξY

1−α� α > 0� ���#��� �� ��������� ������ ��
 ���
�# Y � ����

��������# ε = − 1
α
< 0� $������ ��%�& ������� ��� ���� �� � �
����� 
������ �������

���
�# Y �� ��� ��� �� � �������� ��������# �� ������������ �'�$� ���
������� ��

�� ��� ��� ������������ F (x1, x2) =
(
axδ

1 + (1− a)xδ
2

)1/δ
� ���#��� �� ��������# ��

������������ σ = 1/(1 − δ) ���� �� ����� ��
� ��� ����������� �� � ���� ���(����

B� Y = F + B� !�� ���(���� ��# �� �
�	���� �� ��# ��	�� ������ 
��� ��������

��������#� ��
 �� ��������� �
��� ����� ��# 	�
# �	�
 �����

)� � �
���
�# �� ��� '�$ ���
������� ��������� ��� �����
# ��� ���
����� ����� cF � ��

cF (px1 , px2) =
(
aσp1−σx1

+ (1− a)σp1−σx2

) 1
1−σ � ���� ��
 � ������� ���
����� ��� �������*

���� F � �� ��� ��� ����������� ������� x1 = F ·
(

acF
px1

)σ
� x2 = F ·

(
(1−a)cF

px2

)σ
� $���#

�� ���� ��� ���
����� ��� ��� ��� ��� ����� ��� ���� ���(���� �� 
����# ������ ����

� ����������
# ���(���� ��������� ���� 
������ �� ��� ���(# ������	� ��+�
���� ��

����
 ���� �� ��� �	�
� ���
�# �
��� pY �

F ≥ 0 ⊥ pF − pY ≥ 0

B ≥ 0 ⊥ pB − pY ≥ 0.

,������ ��� 
������ ����
����� �� ��� ������ ��
����
� �� ����#"� 
������ �� ���

��� ����������� 
���� ������ 
������ ���
� ��
�����
� a �� ��� '�$ ��� ���
�������

��������� ��� ��������� ��� ���
�# �
��� �� �� ����
� ��+�
 ��
��� ��� 
������� ���
�*

���� ��� ��� ���� �� ��� ���
�������� �� ��� ���(���� �� ��� �����# �������� �� ���

��� 
�������

!�� ���� ���� ��
 �� ���������� �
�������� �� �#������� �� �
�� ��� �# �������*

���� �� ���� �� ��� 
����	� ��� �
���� ��(� ��� �
����� ��������� ��	�� � ��������

�	�
���� �
����� ���� ��� ���	�
���� �-�����#� ����� ���������� �# � ��

���������

����������
��# ���(���� ����������

)� ���
����	� ��# �� ���� ��� ����������� �����# ���� �� �� �������
 � �����#

����
���� �# � ��#����� ����
���� �� ��� ����������� �� .�����( �� �� ��%%/� ���
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���� ����	����
 �	��������� �����
� ����� �� ����� ������ �������� ����� �	� ��������

����� �� ��� ��� �	�� �

��
��� ��� ��� �������� �������
��� ������ �� ������ 	� ��

������ ��� ������� ���	� ��� ���� ���������� ��������� ���� �� ��������� ��� ����� ��

�	����� �	�� ����	������ ����� ������ !������� �� ��� ��	�� ���� ������ ���	�� ��� ����

�� ��� "����� �� ������ �����# ���������� ����������� ��� ��� �������� ����	������ �����

����� ���������� ������ ��� ����� ���� �� ��� ����������� ������� ��� ���� ������������

��� ���������� �	�� ������ ��� ��� ��� �

��
����� ���	�� ���� ��� ������� ������������

��� ����� ���� ��� �	�� ������ ���� ��� "���# ���� ���� ��� ��
��� �� ��� ���
���� �����������

������ $� ��� ���
������� ��������� �� ��� �	��� �	����������� ��������� �	�� ������ �� ���

���
 �	�� ���� ����� �� �� � ��	���� ����	�� ��� �	� ������� ������

�	������� ��� ���	��� �� ���� ����� �	��� �� ��� ������������� ������ 	���� �������

������������ %�� �&��	��������� �� ��� �	��� �� ������� ���� �� �&�������� ���� �	���

���� ��������� ��� ���
���� ���� �� �&�������� ����� � ������� �	�	������ ���	�� ��

��� �	�� ��� ���� �&�������� %��� ��������� ������� �� ��� ��
���� �����'	���� �� ���

��������� �	�� "���������� ()*+# ����� ������ ���� "
���� �������� ������������ �����#

�������&���,��
 ����	��� ������ �&����� ��� �	��� ������� �� � ��'	���� ��������
 ��

�&�������� �����- ��� ����	���� ���� ��� ������ �&�������� ����� ��� �&������� ����� ���

��� ���� ���� ��� ��
���� �&�������� ����� ��� �&������� ������� !���� ���� �������� �	���

��� ���	���
 ��� ����	��� ������ �����	�� ����� ��� �����	�� ���� � �����	� �����	��

���� ρ��� > 0� � �	��������	� ����������� ��� ��� ����� ��&���,����� ������� ��� ���

������ �� ��� ������� �	�� ����� �� �������-

H = rt · (pt(rt)− c(At))− λtrt ".�(.#

����
·
At = rt ���A0 = 0, ����At =

ˆ t

0

rsds,

����� rt �� ��� ���	�� �� ��� �	�� �&������� �� ���� t� At �� ��� �	�	������ ���	�� ��

��� �	�� �&������� ���� ��� ������� ������ 	� �� ���� t� �������,�� �� / ��� t = 0� c(A)

�� ��� ���
���� �&�������� ���� ����� ��� �&�������� �� ��� A 	���� �� �	�� ���� ��	�� ��

�&������� �� ��� ������ ������ ��� pt(r) �� ��� ������� ������ ��� ��� ���������� �	��

�� ���� � - ��� ����� pt ���	��� �� ��� ������������� �	�� ������ �� r 	���� �� ��� �	�� ���

�	������ "���� ���,��� ���������� ������������ �� �	�� ������ pt ��� ���� ������ ��

��� ���	�� �� ��� ����� �	�� �	������ �� ���� t#�

%�� �0�� �� ��� ����������� �� �'� ".�(.# ����� ��� ��������
 ���������� ��������� ���

����� ��������	�� 
��� ��� � ������� ����������� ����� ���� � ��������� ������� ���������
���	��� �� � ������ �	��������� ��������� �	�� ���� �	���� 	��� ��� ���� �� � ������������ ��� ����

�� � ��������� � ���������! ���� "������� �� ��� 
��� �� � ������� �	� �	�� ���� �� ����� ���� ��
�����#������� �� ��������

((+



��������� ��	�
����

∂H
∂rt

= 0 : pt(rt)
!
= c(At) + λt �����

λ̇t = ρ���λt +
∂H
∂At

: λ̇t
!
= λtρ��� − ċt,

����� �� ����� ct ≡ c(At)�
�� ��� �
 
��� t λt �� 
�� ������ ���	� ��� � �������� 	��
 ��

����	��� �
��� ��
�� 
�� �	�	��
��� ��
���
��� �� At ������	� 	��
��  � 
�� �
�
�����!

�����
��� �"�� ������ ������ 
�� ����	��� ������ ���	� �� 
�� ��#������ $�
���� 
��

����� 
��
 
�� ����	���� ������� �� 
�� �����
 ��� 
�� ��
���
��� ���
�� 
��
 ��� 
��

���%	��
 ����	��� ���
 �������� $! 
�� ����	���%����� ��� ����� �
 
��� t�

����������	 &�� �	�� ������ ��� 	
���
!� ������
��� ��� ����$��
�� ��������� 
� 
��

�	����
 �������� ����	��
��� �� ��� ��� ���� �
 �	����
 ������ �� 
�� '"() ��� 
��

*��%'"() ������ ����  ���� �� ��� 
� 
�� ������� �����
% ��� �����%����� ����
���
��� ��


�� ��������� +�
����
����!� �����
 ��� ����	��
��� �� �,- ����� �� 
�� .'/ 
��� ��


�� '"()� ���� ����	��
��� �� 
�� .'/ �� �����
 
���� 
��
 �� 
�� '"()� 0�������!


� 1����$�� �
 ��� ��22,�� �� 
�� ���� ����$��
��� �� ������ �� ����
���
! �����
�! $����

	��
! ��� � ���� �	$�
�
	
�$���
! �� 
�� �	���� ��

��� ε = −0.9 ��� σ = 1.1� &�� ����

�	$�
�
	
�$���
! $�
���� ��� ��� ���� �����! ��������� 
�� ��3�	�
! �� ��������� ���� ��

�
� ��4�� �������
����� $! 
�� ����� �	�� ����� �*�
�� �� ��� �������� ��� �	�� ����

���
���
�� 
��� ���� ��������� 
���	���	
 �	� ����� ���	��
���� �
 ���� �����
����! $�

��� ����� ������
! $������ ����
����! �
������ ���� 
���� ����!��� 
��
 
�� �����$���
!

�� �	$�
�
	
��� �� ��� $! ���� �� �� ��������� ��
��� 
��� 
�� ����������� &�� �����$���
!

�� �������� �!�
��
�� ��� ���� ���� ���	����
��� ����� ������ 
�� ����%
�%���	���� (&5�

�������� ���� $� ������� �� � ������
� ��������

&�� �	��� �� 
�� ��
���
��� ���
 ��� ��� �� � �	��
��� �� �	�	��
��� ��
���
���� �� ��%

�����
�! ������ 
���	�� �
� �������� 
�� �	��
��� ������ 
�� �	�	��
��� ��
���
��� A ���

� ������� �������� ���
� A(c)� &�� ��������� �	��
����� ���� ������� 
� ����� � ���!

���� �
 
� 
�� ��
���
��� ���
 �	��� $! .����� ��226��

A(c) = p3/(1 + exp((c− p1)/p2)) + p4 exp((c− 45)/p5).

��
���� ���� �� rt =

∂At

∂t � �� ���� ċt ≡ ∂c(At)
∂t = ∂At

∂t
∂c(At)
∂At

= rt
∂c(At)
∂At

�
����� 	
��� ��	���� �� 	��������� �� ������ �� �����������
� ��������� �� ���� ������
����
���� �� �
� ������ ����  !�� "�� ��� ����	� ���	� �
����	��� "�� ��� "��
 	����������� �� ���

#$%& ���  !�'� "�� ��� (#)� ��� ���� ���� 	���� ���	� �
����	����� �" !��� �� �������� *���� ��� 
�����
������ �
����	��� ��� ����
��� ������ �� ��� +�� #$%& ������ ���������� ��� �������������� ���� ��
�	������� �" ��� ����
����� 	�������� �������� ���� ���� ����� "��
 ������ ����	���� ��� ������	�
���� �" ��� ����
���� 	��������� ,� �� ��������� -�	���
��� �.!��� 
���� 	���� ���	� �
����	����� "���
������� ������	�
 �������� ��������� !�!/ "��� ��
 ���� ���� �� 	��
 ��� !��. "��� 	��
 �� ��
�
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������ ��	
 ��� ��������� ���� ������

�� ���� ��	
����� ��� ���������� p1 ������� p5 �� ��� �������
�� ���� ����� �� ������

������� �� �
�� ��� ��� �! ��
� "� ����
�� �� �	���� ���#��� ������������� �� ���

������ ������ $�������! ����� 
� � ���� ��� ������������� ��� ��� ��� ���� ������

%&� �'(()� �� �� ��������	� ������������� �� ��� %&� �'((*� ���+���
���� ��

%�
���
�� �������
�� ����� #�� �� �� ��,(-� ���	! ��� ���	 ���� ����� 
� ������ ������

������ ��	� � ��	��
��	� ����� #����
�� �# ��� ����		� ���
���� ��������� �# �. (((-�

���	 �/&��! '(�'�� $�������! �� ������ �����! �� ���	� ���	 �������� 
� 	��� ���
	

���� �
	!  �
�� 	
0�	� 
� � ������ #�� ��� ��������� �# �
� ���
���� ���� �����! ���	
����


� �
�� ��'� -
��� ���� �
����
��		� ���	 ��
���  ��� ��	��
��	� 	� ! ����� �( 12� 
� '(((!

�� ���� ���� 3������� ����� �(( 12� �/&��! '(�'4 &%�! '(����!  
�� � ��	�����

#����
�� �# ��� �������	� ������ �
�� ��
��� ������	� ���	�
�� �� ��� �����������

��� �� �#  ��	 
� ���	 ��������
�� 
� ��� ������� �
		���
���� ������ ���� �� �

����
�� 	���5���� �������
�� ���� 
�������! 
�  �� ���� ��
� �� ����
�� �� �����	

����� ������ 	�� 
��	
�� 	������ � ������
��������
�� ��	� �������
�� ���� � �	��	� ������ �� ���
��
�� �� �
� �
�����
��� �
� 	��

��	� ����� �	�� 	���	�
�� ��� !� "�� �	�� ��� ��	�� ��	��# 
� ��
	� �	� ��	� � 	� 	���	�� ��	�
�������
�� ����� �	� �� $�%! ��� #�	� ���� ���� ������ ���� &��� �	����	
��� �	��� �� '(��
��� 	)�
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������ ��	
 ��� ��������� ���� ������

���� �������	�
 ���� �� � ���� �
� �� ������ �
 ����
�
�	���� 	
�����	
� �������	�


���� ����� ���� ������� ��� �������	�
 ����� �
� �������	�� ����
������� ��	� ��� ���

������� ���
�	�� ��
�	����� 	
 ���
�� �����	
�� ���� ��  !" ��� ����� #$%�&� ���������'(

���� 	�� ��� ����� �	��
 )� c = 50 $/t eA/996Gt* +	�* ,* ���-� ��- ��	� ����� ����	���

� �������	�� )��-��
 ��� ��
���� 	��� �� � ������� ��
��� �������	�
 ���� ������ �
�

��� ���� ��	
�� ���� ��� ������ ��
��� �
� ��
���� ���.���	�
 �� ���
�� �#//$'*

0� ��
������ ��
�	��� �-� �	����
�	
� �������* 1����� # ��
�	��� �� ����� �	����
�

����� ��� ��� ���� ��
������ �
� ��� ��� ���� ��������� ρu = ρ = 3%� �� �
 ���������

�������	�� )��-��
 ��� 	
 ����	�� ���)�)�� ����
 ������ ����� �	����
� ����� �� ����

���������� �
� ��� ����
�	���� �	�	��� 	����	�
�� �� � ���	�
�� ���

�� 	
 ��� ���� ��
�

���	
� ���	�
�*�� 1�����  ������� � �	����
� ���� �� �
�� ρu = 0.5% 	
 ��� ��
����

	
� ���	�
 �
� � �	���� ���� �-
�� �	����
� ���� ρ = 5%*�� 2�� ��	��	�
 	
��
�	�� 	�

�������� ���� ��� ��	
������� 	����� ��� ����������� ��� 
������� ��� ��� ���	���������� ��	�


����� �� ��� �
�	�� ��������� ���� ��� �������� � ���� � ����	�� ����� ������� ����� ��� ���

������� �������
���� ��� �

������ �� ��� 	����� ��� ���������	 ������� ���� ��� ���������� 	����� ��� ��� �� 

���������� �� ������ ��	��� ��	����� !� ����� ��� ��� ���� ������ ������� ��� 	����� " � �������

���� ��� �� ���� �� � ��	
��	�� ������� �#������ 
��	���� ���� �� ��	��� ���������� ��������

# �



���� ���2�		
 �� ������� ��
 ��� ��� ���2 �� ��� �� ���
�

�� ��� �������� ���� ������� 
������������ ��� ������ �� ������� �� ����� � ��� ��

���
 �� � 	��
� �� � ������� ��
 ������� !"�#�$#%&� ���'( )���� �� �
�� ����*� ��

+��
�� ��� ,��
 ������� ��� � ������� ��
� ��� ��� ���� �������� �������� �� ��� ,��


����������� �� ������� ��
 !���� ��� �� ��� �������� ���� ����� ��������� �� ��� ����*�

��� ��� �� ��
� � ��� �� ���
 �� 	��
 �� ��
 ������� ���
��� �-���� ��������� �������

����� ��� ��������� !��� ����� �	���* ���� �-���� ��� ,��
 ����������� ����������

����������
 � �.��
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��� �������� �� ��	������� �� � ���	�� 
 	�� ���	� ��� 	�� !��	 ������ ����� ������

���� �� ���	 ��� ���	 " ��������� 	�� �������� ���	 ������ ��� ���	 # 	�� !��	 ������ ���	

������ ��	 ��	� ��� ���	� ��������� 	� ������� $ %&���� �����	��� �� � ���	 ����� ��	�

� ����	��	 ��� � �������� ���������� ������� '������� ���	 ( �� ��� 	�� ���� ��	� ����

����� ��� �	������ ���� ��	���	��� ���	� �����) ���� �� ���	 ���

*� ������� �� '��� "�#� *+, ��	�� ��� ��������� �������� �������� -��	 ��� �� �����

����	�� ������� �����	��� ����� 	� � ������ ������� ������� ������� �������� 	��� �

��	� ����	�� ������� �����	��� �� 	�� ��� ����	���� -�� �.��	 ��	��� *+,�� ��
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�����  ��� ����� ���� ������������ � � ������� ���� �� ��� ��� ������� ����� �� �

������ �� ������ ������� ��� ��� ������� ������ �������� ������ ��� ���������� �����	 ���

� ! ��� " ! ����� ��� ������ ������� ��������� ������� ��� ������������� ����� �

��� #� ����� �������� # ��� ����� �� � �� ����� ��������� ���� �����	 $��� �������%�����

���������� ��� ��� ����������� �������� ����� � ���� ���������� �������� �� ���������

������� �� �� ������� �� �������� ����%����� ������� ������� �����& �� � ���� �� ��������

������� �������� ������� ���� �� ���� � ����� ������ �� ��� ��������� ������ ����

�������� ������� ������� �����	 '� ��������� ��� ������ ������ ��������� ��� ���� ���

�������� ������ ���� ���� �� ��� ������ �� ��� ����� ���� ������ �� ������ �� ���

�����( �� ����� ������ )�� ����� ��������* ������� ����� �� �������� ���+ ���� ���

������� ���� ��������	 '� ��� ������� ����� ���� � ������� �� ��� ������� ���� ���� ��� �

�������� �,���� ����������� ������ ��� ��� ������ ���������� ������ ��� �� ��������� ��

��� ����� ���������� �� ��� ������ ��������	 $� ��� ����� -��� ���� ���� �� ���� . �� /��	

0	1 ��� ������ ��� ���� ����� )���� ����* ������ ������ ������� ��� ������� ���������� ����

��� ���� ���������� ����� ��� ������ ������������ �� ���������� �����������	 '�����������

������ �� ���������� ������� �� γ%���� �������� �� ��� ���� �� ��� ���������� �� � �����-�

������ �� ����� ��� �� ���� ���� ������ ����� ���� ��� ���� ���������� �� ������� �� �

�������� ������ ��� ��� ���� ����� )��� ���������� �����* ��������� �� ������� ��������

������� ���� ������� ���� �������� �� ��� )����* ������� �� ��� �������2� ��������	 '� ����

����� ������� ��� ���������� ���� �������� ��� ���� ������ ��� ��������� �������������� ��

�����-�� �������� �������� ��� ���� ��� ������� ��� ��� �������� ��������� ��������� ���

������� ��������� �� ����� �������� ������������� ���� ������ ������� ��� ���� �������

�� ���� �����	 $��� ��������� ����� � ���� �����%���� �,��� �� ��� ����%����������

������ �� ��� ���� ������ ������� �� ������������ ���-���� �� ����� .	

$����� ��� ������� �� ��� ������ ������ ��� �������� ������� ���� �� ������ ��� ��� ���

������� ������� �� ��� ���� �� ��� ����������� ���������� ��� ���� ����� )���� 0*� ��� ��

���� ��� ���� ���� ��� ����%����� �������� ����	 '� ��� ����� ����� ������ ��� ��������

������� ���� ������ 3����2 �� 4��� ����� �	. �� ��� ������� ������� ��� ������� �����

����� ��	 $��� ����� ��,������ ���-��� ��� ���������� �� 5���� 6������ ���� �,����&

���� ��� ���������� 7����%���� �� ��� ��� ���������� ����� ��� ��� ���������� ��� ����

������ ��� ��������� ����������� ������ �� ��� ���� � -��� ������ �� ���� �����������

)��� ������ ������������� ������� �� ��� ���������� ���������� �������� ������ ���

���������� ���� ������ ������� ���� ���� 4��� ����� ��� �����2� ����* ���������� ��������

��� ���� � ���� ������� ���������� ������ ����������� ��� ���� 7���� ���� �����	 '� ����

����� ������� ���� �� ��� ����� ����� �� ��� ����� ���� ������ �������� ���� �����������

�� ��� ������ ��������� ���������� ������ ������ ���� �������� ����%��� ������ �������	
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%0$



����� � ���	
�� �����	�� ��� ��� ���
���������� ������

������ �����	�
�� ������ 
� ������
�� �� 	 ���� X� �����
�� �� �����	� �����
�� ���

	 ��
�� ���	�
�� �	��
�	� �����

p ≡ a+ bX �
� a, b > 0. ������

�� �����
� �
�
� U∗ �
��	��� ���	�	��� 
� �� �������
�� �� �� ����� �
�

U∗ ≡ z + logX, ������


����
�� �� ����� �����	
� ��
�� z = z0 − pX = z0 − aX − bX2� �� �� ��

U ≡ U∗ − z0� 
����
�� U = logX − aX − bX2� 	�� �	�
�
!
�� U 
� ���
"	��� �

�	�
�
!
�� U∗�

#�� ���
��	� ��	����$� %&' 
� 1
X

!
= a + 2bX� 
����
�� X∗ = −a+√a2+8b

4b
� (� ����	��

�� ������	�
!�� �������� 	)�� �� ���� ��
�� 	� 	 �
"�� 	�� ������� 	�����
�� �

�� ������	�
!�� %&' ��� U = logX − pX� �	���� 1
X

!
= p� ��
��� 
� ���
�
��
���


���
�� 1
X

!
= a + bX� �
���
�� �� ������
�	��� �
��� ���� �	�)� �������
�� Xm =

−a+√a2+4b
2b

> X∗�

� ������
�� ���
� 	� τ ������� �	 �"�� �� �	�)� ������ �
���� �� ��
�	�

�������
�� ��"�� X∗* �
� �� 	�� �� ������	�
!�� %&' 
���
�� 1
X

!
= a + bX + τ

	�� ��� Xm,τ =
−(a+τ)+

√
(a+τ)2+4b

2b
� +���
�
�� �� 	� � ��
�� �� �������
�� ��"�� �

�� ��
���� �� �	"� τ 
���
�
�� �� ��� ��
−(a+τ)+

√
(a+τ)2+4b

2b

!
= −a+√a2+8b

4b
� �
���
��

τ ∗ = 1
4

(√
a2 + 8b− a

)
> 0� ����� �� ����	
���� �� b 
�� �	��	
���� �� a

������ 	��	��
� ��������� �
�
�	� d� �	 �
�	 U = logX − aX − bX2 − dX ��


�
���� �� ��	 �
�	 ������� �
�
�	� �� �� �����
� �� �		 ��
� ���� ��	��� ��	 �	����
���

�����
� �	�	� X∗
d =

−(a+d)+
√

(a+d)2+8b

4b
< X∗ �� ��	 �	�	���
���	� 
����� �����	 ��	

�
�
�	 ��	�� ����������� �����	� ��	� �������� X� ��	 �
��	� ����������� �� �����

Xm,τ ���� 
���	� 
�� ��	 �����
� �
� �� ���� ���������� ���	� �� Xm,τ
!
= X∗

d � �	�
−(a+τ)+

√
(a+τ)2+4b

2b

!
=

−(a+d)+
√

(a+d)2+8b

4b
� ��	�����

τ ∗d =
1

4

(√
a2 + 8b+ 2ad+ d2 − a+ 3d

)
. ���� 

!	��������� ��
� ∂
∂d

√
a2 + 8b+ 2ad+ d2 = 1√

1+ 8b
a+d

∈ (0, 1)� �	 �		 ��
� "# ���� 

�����	�

τ ∗ +
3

4
d < τ ∗d < τ ∗ + d,

$%�



���� ��� ��� �	��
�� ������ ��� ���� ���� �	���� �� 	������ �� � 	�������� ����������

���� ��� 	�������� ���������� ������� ���� � ��� ���� �� �
���� ��� ���� ��� ���	� ��

��� 	���� b� �� ��
	��� �� ����� ��� ����� �� ��� 	��� �a� ��� ��� ���������� �d��

�� �
	������ ���� ����� �� ��� 	�	������� �� ��� ������� �� ��� ������ ��� �����

������� �� ���� ��
���� �
���� �� 
�� ���� 3
4
�� ��� 	�������� �����������

����������� 	
 �������� 	 
��� ������ 	�� ������� 	�������
 �� ���� � !��� 	��

� !�!�� � ������� ����� �� �	�
��	� ���������������	���� 	��	���� �� ��� ���������� ��

��	� 
��� �����	��� ��� �����	� �	� ������ �� ��� ��
��� �� ��	� 
��� �� ���� ��	� ��� �����

�� ��� �	�
��	� ���������������	����� ��� ��������� ������� ��� ����� �� ��� ������	����

����� 	�� ��� �����	� �����������	� �	� ����� �� �� ���� ����� ��
��� ���� ��� �	���

d/(τ ∗d − τ) �� �����	�
��	��� 	���� ! ���� ��� 	� 	���������	��� ��	�� �����������	�

������	���� ����� d ���� τ ∗d �� ��� �����	� ���� �	� ���� 	�� τ ∗ ��	� ������ ���������

"���# ����� ������

 � ��������� �� ���� ����� �� �� �������# $� ������� �� 	��������� ��� ����� �	��
����

������ � ��� τ ∗ �� ��� �����
	���� ���� ������ �� ��� ��������� ������ ��
 ���� ����

���� �� ���������� �����
� ����� ���� ������� ���� ��� ����� 	��� ��� 	��� �� ��

���������� �����
	���� ��� ������ ��� 	���%��������� �&��� �� �� 	������ �� ���

	��� ��� ����� 	�� �� ���� �����
	�����  � �� ��� �� ��� ��	������ �� ��� �	��
��

��� ������� ������
����� ��
���� ���� �������� �� ������ ���� � ���� a ������ �

���� �
���� �� �����
	���� �
�� �����
�� ��&� ��
 ��� 	���%��������� �&��� ��

���������� �����
	���� �� �� ������������ ��� ���� ��� 	���%������� �� � 
������

'������� �����
�� �� ����� ����� ���� b �� ������ (���� ���� ���� ������
�����

��
���� ��� ��� ����	������ ���������� ���
��� ��� ��
	������ ��� �
���� �� ���

���� 	������� ������ �� ������� ��� 	���%�������%�&��� �� 
������ �����
	���� ��

�� ���������� ��
� ���� ���� �����
��� ����� ��� �	��
�� �
	�� ���& ��
	����� ��

�������  � ��� �	��
�� �
	�� ���& ��
	����� �� ���� ������ �� ��� ������
�����

��
��� ��������� ��� �	��
�� ������ ��� ����� ���� ���� �	���� ���� ��� ������
�����

���������� ������

$� ��
�%��%���� �&���� �
	�� 	������� �	��
�� ��������� ����� ���� �� ��� ������� ��

	��������� �� ��� ���� �� ���%������ �� ����������� ��� ���%	�������� ��� ��� 	��������

��
	����� �� �� �	��
�� ������ ����  � �� ���� ��� ���'������ τ ∗d < τ ∗+d �� ��� ����

�� ��� �������� �� ��� ��� ��	��� τ ∗d = τ ∗ + d(1− α) �� ���� ������ $� ����� ��
 ���

)��%��� ���������� ������� ����� ������������� ���� �� ����� �� ��� ������ �������

���� �� ���� ���� �� ���� τ ∗d < τ ∗ + d(1 − α)# ���� ���� �� �� �������� �
���

������ ������ ��� ���� �� �������� �
��� ������� ���� ��� �	��
�� ������ ��
�

��� �� �������� ����� �� ��� ����� τ ∗d � ��� �� ��� ���� ������� 	�������� �� ����� ��
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����������� ��	
� �	 τ ∗� ��
� �	� 
���� ��	��� α� �� ���
 ��
� �� ��	� ���� ��� 	������

	������ ��� ����
 
�	�� 	� ��� 
�� 	� ��� 	������ ��� �� ��� ��
���� 	� �	�����	� ���

1− α ����
 ��� ����������� �����

����� � ���	��
���� � ����� ���������

�	�
���� ����	��� ������� ������	�
 	� ��� �	�� U = z0−p(E) ·e+u(e)−D(E)� ����� z0

�
 ����	��� ��������� �		� �	�
�����	�� e ��� E ����	��� ��� ��	��� ���� �	�
�����	��

p(E) ��� ���� ����� �
 � ������	� 	� ��� ��	��� �	�
�����	� E = eh+ ef � u(e) �
 ��� ����

�	�
�����	� ������� ��� D(E) ��� ������ ��	� ��	��� ���

�	�
�

�	� ������������� ����
�	�
 	� �	����� �	�
����
 �� ��	� u′f (ef ) = p(E)� ��	����

��� �	��
��� ����	� �	����
���
 ��� �	�������
 �	� ��� ��� ������� ������
 ����	����

�����	������� ������ � �� ��� �������� ���� ��� �	����� �	�
�����	� ��� ��� ����

��	�����
! ��	"� �Up ���	 ���	��� �� 	�� ����������	� ��� 	��� �	 ����� ��� ����
����

U∗ ≡ U + Uf + Up� �� ����������	� ��	���� �����
 maxe U
∗∗ = z0 − C(E) + u(e)−

D(E)+uf (ef )� 
��� u
′
f (ef ) = c(E)� ��� E = e+ef ��� ���� C(E) =

´ E

0
c(E)dE� ��������

C ′(E) > 0 ��� C ′′(E) > 0� ���� �������� �	
�
 	� ��������	� ������
� �
 c′(E) > 0����

#��������� �� ����� �	��� ������ D(E) =
´ E

0
d(E)dE� $
 �
��� �� �

��� p(E) �	 ��

������
���% p′(E) > 0�

�� �&� �����


∂C(E)

∂e
+

∂D(E)

∂e
= u′(e) +

∂uf (ef )

∂e

c(E)
∂E

∂e
+ d(E)

∂E

∂e
= u′(e) + u′f (ef )

∂ef
∂e

c(E)
∂E

∂e
+ d(E)

∂E

∂e
= u′(e) + c(E)

∂ef
∂e

c(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
+ d(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
= u′(e) + c(E)

∂ef
∂e

c(E) + d(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
︸ ︷︷ ︸
����������	
���

!
= u′(e). �$'�( 

��
� ��� �������� ������� 	� ������ �	�
�����	� �
 �	 �)���� �������� 
	���� �	
�


	� ������% ��������	� �	
� ���
 ������ ���� ���

�	� ����	� ��*�
��� �	� ��� ��������

������ 	� 	�� ���

�	�
 	� �	����� ���

�	�
 ���� ������� ���� �

������� ��� ���� �	
��� ����� ��
����� ��� ��
��� �� � ���
���� �� ���� 
�� ����� ��� ��� �� 	������

������ ��� �������

+(,



���������	
�� �����	� �������	�� ����� � ��� 	� �	��� �� ��� ���

p(E) + τ
!
= u′(e), ������

 ����  � !�� p(E) = c(E)"  ���� 	�� #$� ������ ��� � ����" ������	�� �� #$� ����%�"

&�� ��� ��� �� �����	� ��� ���	�� ����� �& �������	��  	�� ��������	�� �����&��� ��

��� �������� ��� �� ��� ����� ���	��" ��� ��� ��$�	��� 	�

τ ∗ = d(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
︸ ︷︷ ︸
�����������	

�

,

���� 	�" 	� 	� &���� 	���������� �& ��� ����'�&'����� �(����  �	��  ���� ������ ��

��� ������ �& ��� ��	�� ���� ���� ��� ������ �& ��� ���	��� �������	�� ����� 	������

�� �������	�� �������� )� ���� ���� ���*��� ���� ��� ��������	�� �& ����"

��� �������� ��� ��� &���	�� �����	�� �������" ���� �" 	� ��	� ����	��" �� 	������ ���

���	�� �	��	��� ��� &�� ��� ����'�&'����� ��� ��������� +�	� ����������� ��

 ��� ,-��	���� �� ��� �./0/� ���� ��� � 	� ���	� ����	� &��� ��! &�� ��� ������	� �&

������'����	*� ���!����

����� � ����	
� ����	� ��
	����	��

������� 1�	��� ��� 2��	���� �������	�� �& ����� &�� ���	����	�� ��� �	��� 	� +����

���0�

����� ���	
 ����� ���� ����������� ��� �����

�������� ��� ������ 	
� ���� �	
� ������

����� � ����
 �� ���	� ����

�	�� ���0 ��� � ��� ���� ������� &�� � ���	� �����"  	�� � ���!���� ���  	�����

�	$��&���	�� ���  	�� �������� ������

0%3
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����� � ���	�
��������	��� �� ����� ����� ��� ����	����� ��


����

��� �������	
� �	��� ����	 ��� �� ��� ��	��� ����	���� ��

pt = ct +

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)ċsds. ������

�� ���� �� ���������� ����������

xt = ξpεt , ������

��� ���	������ ���� �	���	������ �� ���������� ���	�������� ct = b
´ t
0
xsds�

 ������	 �� γ!��� ���	���� � ��� ���	������ ������ ����� c∗t = γb
´ t
0
xsds� ������ ����

���	����� ��� 	�������� ���� ���� "# � �������� ����	 α� ���� ���

c∗t = αct ∀t.

���� 	������� ��� ���	������ ���� ��	�� $��� $� ����

x∗t =
α

γ
xt. ����%�

��� �������	
� �	����� �&������� '&� ������� 	������ 	�������� � $� ����

p∗t = αpt. ����()�

��� 	�������� ��������� $���� ���� "� ��*���� �� ��� ������ �&������� '&� �������

���� '&�� ����%� ��� ����()� ���� ������� α
γ
= αε� $���� ����� ��� α = γ1/(1−ε)�

+� ��� �����	 ���!���� ��	�� ������ �� ������� ��%�(� $� ���� ε = −0.9 ���� ���������� ���
	��������# ����� ����	���� �� ��� ���	������ ���� ��	��� �� ����	�� 	���	��!������� ����	

γ = 10� ����#��� ���� pt ��� ct ���	���� "# � ����	 α = 101/1.9 = 3.4 ��� ���	������

�� 	������ "# ��� ����	 γ
α
= 2.98� ,������ ��� ��� ��	����# �������"�� ����	���� � ���

���	������ ���� ��	��� ���� ���	�������� ���	����# $��� $��� ������� �� ��� �����������

$��	� ��� �	��� ��� ��� ���	������ ����� ���	���� "# � ����	 ���- ��� ���	������� �	�

	������ "# ��� ����	 .�%) ������� ���������� �	 ��� ���� ��������� ��	���/ ����� �������

��	� ���� ���$� ����� ������ �� 	����� ������ ��	����# �������� ���� �� ����	 ��	������

����� ��� �����	� 
���� �� ���� ��� ��	���� ��
�����	 ��� ����� ���� ��� ������� �� ���������

��� �� ����
��	 ��� ���� ���� ξ �� �� ��� ��
 �� ��� ������������	 ��	����� ��
��� ����
�����

ξ = ξd + ξf  ��� �������	 ��� ��
������ �� ��� �������� �����

(0%



0 100 200 300 400
0

5

10

15

20

25

30

35

40

year

G
bb

l o
il-

eq
.

Fuel use

od

of
cd

cf

0 100 200 300 400
0

500

1000

1500

2000

2500

$/
bb

l o
il-

eq
.

Prices, Costs

po
co

pc

cc

pEN,d
pEN,f

������ ��	
� ��������� ������� ����� �����

�������� 	�
� ����
��
 ����� �� �����
�� �� �� ��������
���� �������
��� ������ ��

����� � ����	�
����� ����� ����� �����

���������	 
������ �
 ��� ����� ������ ��	���	� ����	�� 	� ����������	� 	� ���������

��	����
�	� ������	��	� ������ ��

����� ���� ��
���� ���� ���� �������� ���������	 
������� �
 �	��
��
��� ��������

�������
��� ��	�������	�

� !



0 100 200 300 400
-0.04

-0.02

0

0.02
oil, init. pert.

×10
ΔF

ue
l [

tC
O

2e]

year

od

cd
of

cf

0 100 200 300 400
-0.02

0

0.02

0.04
oil, late pert.

×10

0 100 200 300 400
-0.01

0

0.01

0.02
coal, init. pert.

×10

0 100 200 300 400
-0.01

0

0.01

0.02
coal, late pert.

×10

������ ��	�
 ������ ��������� ���� ����� ������� ��������������

�������� 	�
� ����
��
 ����� �� �����
�� �� �� ��������
���� ����
�
�
�����
� �������� 
� σ = 1.7�

�������
��� ������ ��

0 100 200 300 400
-0.02

-0.01

0

0.01

0.02
oil, init. pert.

×10

ΔF
ue

l [
tC

O
2e]

year

od

cd

of

cf

0 100 200 300 400
-0.02

-0.01

0

0.01

0.02
oil, late pert.

×10

0 100 200 300 400
-5

0

5

10

15
x 10-3 coal, init. pert.

×10

0 100 200 300 400
-5

0

5

10

15
x 10-3 coal, late pert.

×10

������ ��	�
 ������ ��������� ���� ����� ����� ���������������

�������� 	�
� ����
��
 ����� �� �����
�� �� �� ��������
���� ���������
��� ������ σ = 0.3�

�������
��� ������ ��

���



����� � ����	�
����� ����� ������������

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
0

10

20

30

40

50

60

year

$/
bb

l o
il-

eq
.

Prices, Costs

po
co
λo
pc
cc
λc
pENd

pENf

������ ��	
� ��� ��������� ������� ���� �����������

0 200 400
-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02
oil, init. pert.

×10
×10

ΔF
ue

l [
G

tC
O

2e]

year

od

cd

of
cf

ol

0 200 400
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4
x 10-3 oil, late pert.

×10

×10

0 200 400
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2

4

6
x 10-3 coal, init. pert.

×10

×10

0 200 400
-12

-10

-8

-6

-4

-2

0

2
x 10-3 coal, late pert.

×10

×10

������ ��	�� ������� ������� ������ �����������

���



0 100 200 300 400
-4

-2

0

2
oil, init. pert.

ΔF
ue

l [
G

tC
O

2e]

year

od

cd

of
cf

ol

0 100 200 300 400
-2

-1

0

1
oil, late pert.

0 100 200 300 400
-3

-2

-1

0

1
coal, init. pert.

0 100 200 300 400
-2

-1

0

1
coal, late pert.

������ ��	
� ��������� ������� ���������� ������������

0 20 40 60 80
-0.4

-0.3

-0.2

-0.1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
leakage from oil (σ=1.1)

le
ak

ag
e 

ra
te

year
0 20 40 60 80

0.25

0.3

0.35

0.4

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75
leakage from coal

NLRsch.1

ALRsch.1
NLRsch.2

ALRsch.2

������ ��	�� ������� ����� ���� ������������� ��� cl� !"##�

���



����� � ����	�
����� ����� ��������

����� ���� 	
���
 ����� ���	 ���	��	����� ��� ����	��� �������� ����	���� ��� ���

���	�� ������	��� ������	��� ����	����� �� ���� �� ������� ��	� ��	
� ��� �	������

��� ������ 	
�� �	������ ��� ���	�		�����	����

0 100 200 300
-0.05

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
oil, medium-term pert.

×10

ΔF
ue

l [
G

tC
O

2e]

year

od

cd

of

cf

0 100 200 300
-0.015

-0.01

-0.005

0

0.005

0.01

0.015

0.02
coal, medium-term pert.

×10

������ ��	
� ������� �������� ������ ��������

���



0 100 200 300
-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1

1.5
oil, medium-term pert.

ΔF
ue

l [
G

tC
O

2e]

year

od

cd
of

cf

0 100 200 300
-1.5

-1

-0.5

0

0.5

1
coal, medium-term pert.

������ ��	
�� ��������� �������� ���������� ��������

0 100 200 300
-1

0

1

2

3

le
ak

ag
e 

ra
te

year

leakage from oil
σ=1.7

0 100 200 300
-0.5

0

0.5

1

leakage from coal
σ=1.7

0 100 200 300
-1

0

1

2

3
σ=0.3

0 100 200 300
-0.1

0

0.1

0.2

0.3
σ=0.3

NLRsch.1
ALRsch.1
NLRsch.2
ALRsch.2

������ ��	

� ������� ����� ���� ��������� ����������� ������������ ������������ σ

���



����� �

��� ��� �� 	
��� ����
����� ������

���� ���������� ��� ��������� ���
���

��������

��������

� ��������	�
 ��� ���
� ��
����	 ����	��� ��� �
���	� ��
��� ����� �� ���	���

����� ���	��
�� ���� �� ��2 	����� �� ����	�	� ���	���	����� ���� �� �������� ���	���

����
� �� ����������

���� ����� ����� 	��	 �� 	�� ����� �� �
���	� ��
����� �� 
���	�� ��	��� �������

���

� �� �� 	���� �� �����	���

� 
�� �����	��� 	���	�� 	�� 
���
����� �� �����

�������� 	� �� ���� �����	����� �� 	���� �� ������ �� �����	���	����
�	��

��
���� 
����� ���������� ��� �������� �� 	�� ��
�	��� �����	�� �� 	�� ����� �����

������ ���� ����	�	� �������� ��� �� ���� 	��� ������	����
 	� 	�� ������



���	�	���� �� ��
������ ����	�� 	��	 ���� ��� ��
�	���
� �����	��	 �
���	� ���
��

	����� 	�� ����	�!�� ���	�� ���
��� � �
��� �����	�� ��� ����� ���������

"�
��� �������� 	�����	���
 
�	���	��� ��������� 	�� ����	��� �� ������ ������

����	�	���� ����� 	�����

� ��
��� �� 	�� ������	��� �� !��	 ���	 #����� 
���
$

��
������ 	��� ����� �������� 
���
 �� ������
 �
���	� ��
������ �� ����������� 	�

��� ������	
� ���
��	�� ������� %

��	��	�� 	�� ���� 	����	 �� 	�� ���
����� %

���
��� ���� �� 	�� �����
� �� ��
����� ������������ 	� 	�� ������	 &��	� �����

������ 	�� ����
� 	�����	���
 ����	�� �� 	�� ����� ������ 	�� ����	�	� ��������

����� 	� ����� ����� ���������� ����������	
� �� 	�� ����	 ���� �� 	�� 
���


���	����	 ���	 ��� ����!	 �������

������� ������� ��	
����
�

�	
����� ������
 ������� ����
� �
���� ��������
�� ���
�������� ��

����
 ��� ����


������� ������� �	��
�
�� ������ �	��
�
�� 	
�
���� ������
��� �������

��� ������������ ���� ���� �� � ��!��

% ���	
� 	���� ���	������	� �� 	�� '(�	 %�	����	����
 �
���	� )�
��� )�* +������� �	 ,�-

.������ ''�'/ ��	���� '0(0 ��� ������	� ��� ����	�����



��� �����	
�����

��� �������	 ���
����� ���� ���
 ������
� �� ����
���� �
� ��������� �� �����

�
� ���
�� �������� �
 ����� ����� �������� ��� �� ��������
 �� ������ �����	 ����

�� �� ������	 �
 ��� ��������� �� ���� �� ��������� ����������� �
 �����	 ���

������� ���� ����� �� ��������
 �
 � ��������� ��� ������� �
�������	 ����	 ��

��� �� ��� �
� �� ��
�� ����� ��� �������
 ������
� ���� �
��
 ����� �
�

�
�����
��

�
 ��� ����
�� ��
������
	 ���
� � ��������� ��������� ��� �
�����
� ���� ��

���� �
� ��
��� ���� ����
���� �������
�	 ������
  !"#$% ������ ���� �������

��� �� ����� �
� ���
�� �������� ���� � ��&���
 ������� ������ �
� �� � ���


� �� ����� � ������ ����� ��� �� ������� �������� ����� ������� ������� �
 ���

�
������	 �� ������� �� ��� �������� �������� ����� �� �������
�� �
 �
 ������

��� ��� ������ � �� ��������� �
�������	 ����	 ����� �� ���

�� �����
�� ���� ��

����� ���
��� �����
����� ��� �� ����
���� �
� ����� �� ���

�� ��� �
��������

�
 ������
� �� �� �
� ����� �� ' ����
��
� �
 ����� �� �� �� ����
� �� ����

��� ' ������	 ����	 � �������
 ��	 �� ���
����	 ����	 � ����� ��  �������% �������


������� (�� ������ �������� �� �� �� �������� �� �� ������
)��
��� ��
���


�������� �� �������� �� �� ������
)��� ���
�����	 � ���
�� ������� ����� ��

����������* �������� �� ����� �����
��� ����� �� �����������

+�� ���� �� �
�����
� ��������� ���� ��� ����� �� �� ����� ����� ��������	 �� ��	

�������� �������� ����� � � �����
 �� �� �	
���� ���� �� �������
	 ��� �� ����
�

�������� ���
� ������� � ���� ��������
��
� �������
 ������ ���
� ���� ����� ���

� �����
 �� �� ������ �����
 � �� �
� ���� ����
������� ��
����� ������� �


�
�������� ���
� ����� ���������� ��� �������
 ����  ���	 �
 � ������
���� �
� �

�������� ���������%	 ���	 ����	 +����� �
� ,���  !"#-%�

.����
 �������� ���� ������� ��
������ �� ������
 ����� �
 �� ��� ����� �� �

��������� ���� ��� �� �������
 �����
 �� �� ������ ����
� �
 �� ������ ���
��

�����	 ���
 ����� ������
� ���� �� �������� ���������� ��� �
 ������
 ��
�������

�� ����� / ��0�� ���
���
 �� ������
1� ��������� ��
��������
� ��� ���
 �� �����)


���
 �� ����
����� ����� �
 �� ��������� �������
 � ���� ������
 ��
����
� ��

�������� �������
� ���� � ��
� ��� ������	 ���
� ������
�� �
�� � � ������ ���


�� 2�����
1 �������
� ���� � ���� ������� 3��� ��� �
�� � ����� �� ������


��
�� ����� �
� ��� � ����� ����� �����
����  ���	 ����	 4�������	 566-%� (������	

����� �����
��� �
�������
 ���� �� ���� ������
 ��
�� �
� ������
 ���

������	 ��� ��� 
� �� �� ���
� � ���
 �
 ����� �� �� ������� �� �� ������
 ���

����� �
 ��� ����� 7������� �� ��� ��������� ��
���
�� ��� �
�����
�)�
�����

!8#



������� ������ 	�
 ���� � ��		� � 	������� �� ��� ����� ���� � ������ �� �������

������� � ������ ����� �����	�� ������� ��� ������ ��� ��� �������
 �� �� ������


	���� ������ �����	���� ��� �������� ����� ����� 	�
 ��� ��� �� 
����� ��� ��


���� ���� �������� ���� � ��� �������� ���� �� ����� ��� ��������� �� � ��


�� �� ���	���� ��� � ������ �����
 ���	������ ������� � ��!" 	������ ��� �����

�� ���� ����	�� �	����� �#�� � �� ������
 ��������� ��� ���� �����
 �������� ���$

	�� ����� �� ��������� ��� ��		�	��� ���� ������� �������� %���� ������� ����

����� ��������
 ���� �� ��	� ��&����	�� � ����
�� ��� ��� ����' ��������� ���

�����'� ���	�� �������� �� ������ �� ��������� ����� �� ��� �������� ���	�� ���������

���� ����
��� 	�
 �� �� ��������
� �� �� �������� �� �# 	������� �� ��	���� ��

�#����� ��������
$������� ������� ������ ���	� ������ ���	��������

(��	�� �������� �	���	���� �� ��� ��� ���� �����
 � �� �	���	���� �� �� ����

����� �
��	������
 ����� ���	 ���	�� �������� ���������� �� %���	�� �)*+�" �� �

���� �� ������� ��
�� ,���� ���� �� �� 	������� �	���	���� �� ��� ������ �����
 ���

������ ���������� ��� �	�������� -������ ���� �� �� ���������
 �	���	���� 	�������

�� ������� ������ � �� ���������� � ���������� � �� �# ��� ����������� ���	��

����	�� ��������� .���������� %���	��/� ���� ���&����
 ���� ����
��� ��� ��

���� �#����� � ������ ��� ���� �� ��0�������� ,�� �#�	���� ������� � ��!"

������� �� �������� �� �� ������ ������ &������� &������ ��� ���� 	������ ��

������� �� � ������ ��������� �� ���� �� �������� �� �� ��������� ����
��� ��

�� ��������
$������� ������� ������ ��������� �� �	����� ������ ����� ������ ��

�� ������ �����
� � ��������� ����� �� � ������ �����
 �� ���� ���
 �� �����������

��� ��������� ����
��� '��� ��� ��� ��� ����� �� �� ������� %���	�� ����� ��

�����	�����
 ������ ��� �� ������ 	�
 ��������
 �� ���������� �� �� ����� �����

����� ��" �������� ��� ������� ���
 �� ���� �� �� ������ �����	
� ���� �� �� �� ����

�� ��������� �� �������� ���	�� ��������� �� ���" ����� �������� ����� �� ���
 ��	���

����	��� ��	����� ��� �� ���	�� �����
� ����� �� �����
 � �� �� ���� ���� ���

����� ������ ������� ������ ��
 ���� �� ������ ����� 1 ����2
 �������� ��� �����

��� �� �#�	��� �� �� 3
�� ������� ������� �� ���� ����� �� ����
��� �� ��

�#�� ���	 �� �� ��� ��� ����' ��������� �� ��������
 ���� ����	�� ���� ���

����'� ���	� � ����� � ����� 	�������	� ���� ����� ����� �� ���� ������� ����

���� 	��� ����� ��������� ���	�� �����
 �� ��������������

��� ������ ����
��� �� ��������� ��� � �����
 �� ������ ����� �����������	 ��� ����$

�������
 �� ���� ��������/ ���	�� ��������� ,�� � �������
 ���������� ����������

����� �� �������	�
 ������� ������ �	�������� ��� ���� ����� ������� ������� ��� ��	������

��� �� ������ ��� �������	� �	 �	���	� ��� ���
 ������ ��� ���� ��������� ���� 	� ���������� �	����
�	�����	��� �	 ��� �������	� ����� 	��� � ������ ���� �� �	 ���� �� ��� �	����! "��� �	����� �������
��� �#��� 	� ��� �	�������	� 	� ��� �������� �	��� ���	�� ��� �����!

)!4



�� �������� �	 
�� �����	
 ���	
���� �� �����	�� 
�� �����	�� ���
���	 ���� ��	 �����	


�� ������	
 �	�� ���	 ��� ���
��� ����� �	 ���	� 
�� ���� �	�
����	
�

��� ��� ��	�
 ��	 ��������� ����
�

����� ������
����
��� �� ��
� �����
� ��	��
� �	� ���	���� ���
� �	����� �� �������	

�����
��	� ��� �� ������� �����
�	�� ��� 
�� 
�����
���� �������	 ����
 
�� ��
����

���
���	
 ����� �	� ���
��� ����� ��������� ���� �� � �����	 
��� �� ���	
�
� ����

������ ���� �� � �����	��
���� ������� ��� �� ���� ���������� ��� ���
 ������
����
��

��	���	� �����	�� ���
� �	� �����	�� ��	��
� ���� �	�
��� ���
���	
�  �� � �
���
��

����
��� ���
���	
 ����� 
� �� ���������� 
�� �	�
��� �����	�� ��	��
� ���
 ������ 
��

�����	�� ���
���	
 ���
� �	 
�� ������� ����� ��
��
��	� ��� ����	� �	� 
���� �����	
��

����� ��� ������� ��� 
�� ����
��	 ��
���	 ����� �	� ���	
�
� �������� 
� �� �����
�	


���	 �	 � ����� 	�����
�	� ���
 ����
���� ������ ����
�� 
� ������ �������	
�
��	� ���


�� �	���
��	
� ����
 
�� �����	�� ���
���	
 ���
� �	� ��	��
� �	� 
�� 	�	���	����
�

�� 
�� ���
 �	� ��	��
 ������� ����� 
�� 	�	���	�
�	�� �� 
���� �����	�� ������� �����

������
����
��� ������ 
� ��!��
 �����
�� "	���� �� �	 ����	
��� ������� �	��
 ��� ���

���
��� �� ���	���� ��
���
�� �	� ���
 �� 
�� �	���� ��	����� 
���� ����	�� �	 
��

������
��	 �� ������ ������ ����� �����
� �	 #$2 �������	� 
��
 �����	
�� ��	 �� ��������

�	
� 
�� �
�������� ��� ����� ��������� 
���� ���
 �����
 ���
��	�� �� ��������� ���

����� �������	� ����� �� ������� �
 �����	�� ���
���	
 ���
� ����� 
� ����� $	 
��

�
��� ��	�� 
�� �����	
 �	
�	��
� �� ������ �����	� ������� ����� 
� ����� ���
� �	

������� ���
� �� 
�� ������ ����� 
�� ���
 ��	��
��	 % 
��
 �	�
��� �����	�� ���
���	


��	��
� ������ �	�
��� �����	�� ���
���	
 ���
� % ����� 
� �� ����	�  ��
�������� 
����

�� ����
�	
��� �	���
��	
� ��
� ����
 
�� �����	
 �����
� ���	�� ���
� �������
�� ��
�

����	����� ��� �������	� �	� ��������	��	��� ����
 
�� ��	��
� �����
�	� ���� �����

���	 ���
���	
�� �� ���� �� ����
 
�� ���	���� ���
� ��� ���
���	
�� ��������� 
��

����	� ������
����
�� �� ������� ����	�
��
�� �� �����  �	����� ����
�	
��� 	�	���	����
�

�� �����
� ���
� �	� �������	 ���
���	
 ��	��
� �� ������ ��&	��������� '��
���	


���
� ��		�
 ������
������ �� ��	�
�	
 ���� � ��	��� ��	��� �	� �
 ��	 ��	������ �� ���

���
�� 
��
 ������� ���
���	
� ��� �����	 ���
 �	� 
��
 ���� ���� ����	���� ��������

��� �������	
�� �� 
�� ������ ������� ���� �
��	��	
� ���������� 
�� ���
���	
 ���


����� �� ��&��� 
� �� ��	���� (	 ���
� 
��� 
��	� ��� ���	 ��	����� �� ������� �
���

���� "�
���
�� �����	 ���
���	
 ���
 ������ ���� 
��
 �����	�� ���
� ��� �����	


���
���	
 ������ 
�	� 
� ������ ���� � ����� ��
 �� ������ �� ���	�
��� ��
� � �����


����� ����� ����
��	 �� 
�� �������� ���
���	
 ������ ���	
����� ���	� ���������� ��
�

�	�� � ����� ����
��	 �� 
�� ���
� ��� � ������ ���
���	
� �����	� ��

�� ����
 ����
 
��

)*+



������ ���	
� ����
 �� ��� ������ ��2 
������� ���
�
� ��
������ ��
 ���
�
�

�
�
��� �� �
 ��
� ����� �

� 	
�� ���
�� � �
�����
 � �����	
 ���	
� ��������� �

�����
 
���������

��
 �
�����
� �� ��� �
���� �
� �� �
 ���
� �� ����� �
 ���
�����������
� �
����


����
� �� �
 �� ������ ��
� ��
 ������
� ��� �
��	
� �
 �
� ��� ���
 ���� �


��
�
����
 ������ �����
 �
�

� �� ��� �����������
 �
�������� !"#� !$�%&&�

'� ���
 ��� �
� ���(� ��� ����
#�
� ����������( ��������� ��� � ������ ���

�
 ��

 ��
	������ �
����
� ������
������� �
 �����
 #������� ���
�
� �
�
�

��� ��� �������� !�

� 
���� �
� ���� )*+$, -� 
�� )**+, -� 
�� )***&� ��� ���


���
����� ���� �
 	���
� �� �
 ���
�� �����

��� �� ���� �� ��� �� �
 ���


�� � ������ ��� ����
� �
��� �
 �
��
���� �
������ ���
 �
���� ���� �
 ��������

�
��� ����
����� ������ ������
�� �
 ��� ��� �
 �������� �� ��� ������ 
����

���� ���
�
� qg ��� ������ �
�
�� ���� �
 ����
�������� �������� �� �
 �����


�����
� bg(qg)� �� �
�� �� ����
�������� ������ 
������� ���
�
� ����� cg(qg)� ���

�
� 
������ �
 �
� ��� �
����

��
 ��� ��� �
�
� �������� ��


cg(qg) = αcqg +
βc

2
q2g !$�)&

bg(qg) = αbqg − βb

2
q2g , !$�.&

��
�
� �� ���
� ��� �� ���
� ������� ��� � �
����
��
� ������ �����	
 ������ ���
�

�
� �
	
� � 
���� ��� ����
�������� � �����
 
��������( ����� ���

�
�� �


�����

�� ��	
 �
 ��������� ����
��
�/ αb > αc > 0� β > 0� ��
�� �
 ���
�
�

�
�
�� �
�����
 � �����	
 ���	
 ��� �
 ���� � ���	
� ���	
� ��� �������� �
���

������ �������� ��� � �

�
� ������ ����
 ��� �
 �
�
�� ���	
�

����
�������� � �
� ��� !)*+$&� �
 �����
 ���
 ���
����� ���� �
 ��������

���
�
� ���� ��� �
�
��� �������� ��� ���
 ����
� 	��������� �� �
 ���
�� ������



��� αc ��� αb� 0� 0��
� ) ����������� �������
�� !�& �
����
 ����
� ���� ���
�����

���� ���� �����
 �
�
��� ��
�� ���� �
 	��������� �� αb� ��
 �
 ���
 ��� ����
 �� ���

#����� �
����
�� ��� !��& �
 
��
�
� �
����
 ����
� ������� ���� ���
����� ����

αb ��� ���� αc ��
 ���
�� �����	
� ��
�
���
� � �� ��1��
� � 
�����
 �
 �
����


����
� 
��
�
� ���� ���
����� ���� �
 ���
�
� ���� � �

����
 ����� ��


�� �
����
 ��
��� ���
� 
��
�
� �
����
 ����
��

����� ���� �
�
 ��� �
 ���� ������ �����
 ��� ���
����� � �
 ��� ���	
� '� ���

���
� �
 ������� ��� �
 �
���
� �� �� 2��� $�)� 3�	
� �
 �������� ���
�
� ���

���	
 !��& ��� �
 �������� �
�
� ���	
 !��&� �
 ������ ���
�
� �
	
� q∗� �� �


)+4



���

���

���

���

����
��

����
��

����
��

����
�����

���

�	�


��
	�
��

���

���
�	�


��
	�
�� �����	�
��

����
�����
������������������� ����
����������������������
��

��
� �

�����	�
��

��
��
� �

������ ��	
 ������ ������ ����� �����������

������ ����������	
������� ������ ������ ��� ������� ���� ���������� ��� ��� ����� ������ �����������

������ ��� ������� ��� ������� �� ��� �������� ������� ����� �� ������� ����� ������ ���� ������ ���

��� ��� ��� ������� �� ��� �������� ���� ����� �� ������� ������ ������ ��� ������ ����� ��������� ��

�������� �� ��������� ��������� �m̂c� �� ��� ���� �������� ��������� ����� �����  �� ���� ��� �������

����� �� !�"�� �#$$%��

������� ��� �	
	� τ ∗� ��	 	��	 �� ��	 ���	��	����� �� ��	�	 ��� ���
	�� ���	
	�� ��
	�

���	 ���	������� ����� ��	 �������� ���� ���
	� �	 ��� �
	�	������	 �� ��	�	������	

��	 �������� ����� �m̂c1 �� m̂c2�� �� ���� ���	� ��	 	������	 �� ��	 ������� ��� �	
	� ��

��	 	������� ��� ���� ���� �	 ��	��	� ����	� �� �	��� ��	 �� ��	 ������� �	
	��� ��	�

���� �	 	�	����	 �� ��	 ���	��	����� �� ��	 �������� �	�	��� ���
	 �� ��	 �	��� 	

	������	 �� ��	 �������� ���� ���
	� ����	������� �� ��	 ��		� �� ��	 �	 ���
	� ���

��	 	������	� m̂c1 �� m̂c2 �� ��	 ����	�� !���	���������� ����	� �� ��	 ������� 
���	��

��	 ����	�	��� q1 �� q2� �� ��	 ���	� τ1 �� τ2� ��� �	 ����	��

"�
	� ���� ����	������� 	��	���� ����	� ���� �����	 �� ��	 ���� �� ���	��� 	 ���	�����

��� �����	� ����	�	�� ����� ��	�� �� ��	 �������� ��
	� ��	 ���� 	������	 m̂c1� �� 	��	�#

��
	�� ����	 ����	�	��� ������ �� ��	 �������� ��
	� ��	 	������	 m̂c2�� ����	�������

�� ��	 �����	 �������	� �� ��	 ����� �� $��� %�& ���		� ��� ��	 ��� �	����	 �� �	 ���

��	 '������� (	��	� 	�	���� �� ��	 	
������ �� ��	 �������� ���� 	������	� ����

��	 ���	 
���	� ��	�	 ����	�) �� 	� ��	 ��*�	��	 �� ��	 ����	� �� ��	 ���
	��

+�	� �����	���� � ���� �� ��	 	������	 �������� ���� ���
	 	
���	� 
	�������� �� ��

������ Δmc ���� ��� �	�� ��������� ����� �	��	��� ����� ���� ��	 	������	 �� ��	 ��#

����� ��� ���� 	
���	 �� Δt = Δmc
βb

βc+βb
� ��	�	 βc �� βb ������	 ��	 �������	 
���	�

�� ��	 ����	� �� ��	 �������� ���� �� ��	 �������� �	�	�� ���
	�� ,�	 ����	�������

	��	���� ���� ��� �	 �������	�� 	 �� ��	 	
������ �� ��	 �	������� 	������� ����	#

&-&



���� ���� ��� �	�
��� ����� ��
� ��
��
�� ��� ���
� �� ������
��� ���� �
�� ���

��
�� ���� �
�	�� ��������� ��� 
� ����� �� Δtax
q = Δt

βc
= Δmc

βb

(βc+βb)βc
�

�� ��� ��� ������ ��� ��
��
�� �� ��� ���
���� �� ��� �	�
��� ���� ���� 
�� ���� ����

��� �� �
������ ������� ���� ��� ���	�� 
� �
�� ���� ��� 
� 
� ����� �� Δquota
q = Δmc

1
βc+βb

�

����� �
�� ���� �	��
�� ��
��
�� �� ��� ���
���� �� ��� ����
��� ���� ���� ���� ���

���� ����
��� ������ ��� ���
� �� ��� 
�	�
�� ��
��
�� 
� ��� ������
�� ��������� ����

������� ��� ���� ����� � 	�
�� ������� 
� ���� ��� ����� � �����
�� ������� 
� ����

�������
Δtax

q

Δquota
q

= βb

βc
� �� ��� ���� �� ���� 
� �
�� ���� �
���� ��
��
�� �� ��� ���������

���� ���� ��� �	�
��� �
���� ������� ������� ������� 
�	��
�� ��� ������
�� �����

�����
�� ������

�� ������

}
	�������� 
�

∣∣∣∣b′′g(qg)c′′g(qg)

∣∣∣∣
{

> 1

< 1
, !��"#

����� b′′g(qg) ��� c′′g(qg) � 	���� ��� ������ ���
��
�� �� ��� ��������� ������ ��� ���

��������� ���� ����� 
� ��� 
�
�
�� �� ��� �	��� ��� ��������� ���� qg� $�� !��"#

������	���� �� ��� ������ ������ �� %�
�&��� !�'(�#�

��� �����	 
��� ������ �����

)��������� ��� ���� ��� ���
��� � ������ ��
���� 	��
�� �������� �� �� �		�� 
������

�	�
��� ��
��
�� ���� ��
�� 
�	�������� 
� ��� ���� ������� *������� ���� � ��� ����+

��
�� ���� �
��
�� �� ��,� � ���
������ �����
���
�� �� �
�
�
�� ��
���� ������� ���

��� ����� ������
�� ���� �� �� ��
�� �� ���� 
� ���� ��� ���� ���� ��� �����
���� �
����

������
� ����� ��� ������ 	�����
�� �������� ���� 
�	�� �����+����� ��� ��������
��

������ 	�
���� *� ��
� ����
��� ��
� 
� ��,�� 
��� ������� �� ���

�� ���� ��� �
-�����

���������
��
� �
�
���
��� �� ��� ��
���� 	��
�
�� ��� �� ��� ������ 
� $�� !��"#�

��� ���� 	�
�� ����
���� ���� � 	��
�� 
� ��� 
�	�������� ��������� ��� ���� ���
�������

�� 
��������� ��� 
�	�
���
��� �� ��
� �����
��
��� �� �
�� ������ ���� ��� 	��
�� �����

� �	��
�� �����
�� �� ��� ������ �������� �� �� 
�� ��
��
���� ��� ���� $��� !���# ���

!��.# ��	������ ��� ��������� ���� ��� ������ ����� ���� ����� �� ������� 
� ���

	��
�� ���� � ������ ��� �	�
��� ���� ��� ������
�� ������
� ����� ��� ��� ������ ��

��� ���	���
� ����� �� �� ����
����� ��� ��� ���
���� 	��
�� ��� �� ���
�� ���� ���

����� ��� ��� ������ 	��
���

/����� ��
��
�� ��������� ���� ����� ��� ��������� �������� ���� � ������� �� ���

����� ����� �� ��� �
-����� 	���
�
�
�
�� �� �����
���
�� ��
��� ��	�� �� 
�	��� ���

	�������� �� ��� 	������� �� �� �������� ��� �������� ���� �� ���� ����� ������

�(.



��� �������	
 ������ �� ������ ��� �	���	 �� �������	 ������
 �� ����������� ����

� �������	 ������
 �� 	���	
 �� ���� � 	���� ����� �� ��� �������� �
��� �� ���������

�������	������ ���������� � �	���	 ���� �������� ��� ��� �	���	 �������� ���������� ��

� ���������� cg(qg)� ��
 �� ����������� ���� � �������	 ��������� ���� �������� ��� �

������� ������ �� � �������� �� ��� ��������� ��

c(q) = cg(
q

a
) · a, �����

���� a �� 0 < a < 1� ��� ���������� ��� �������� �� ��� ��	���� ��������� ����������

�� ��� ���������� ������� ��� q ���������� ��� �������	 ���������� ��� ��������� ������

 !� ����� �� �� ��		��� �� ��� ������ ������ � �������� a �� ��� �	���"� ���������� �

��������� �
 #$% �� ��� ��������� �		 �
����		
 ���� ��� ������ �����&�����	
 a �����

�� ���� �� � ��������� �� #$% �� ��	���� ��������� ��	� ���� ��� ��	� ��	��

'��	����� ��� �&���	� �� #$% �
 � ��������� �� ���������� ��� ����� q ��� ����	���

��	��� ������ ���� ����������� ���� ������	
 
��	��  !� ���������

��� ��������� �� �������� ��� ����������� ��� ������� (� ��� ������ �� ��)� a ������ ��	


� �������� �� ��� �	���	 ���������� ��� ������ ����� �� �� ���������� �� ��� �������	


���	�� ��� �
 � ������� �������� ������� ��� ������� ��� ����� �	����� ������� ����

�������� ���������� �� ��� ������ �� ��� �	��� ���� ���
 �����* ��� �	���	 �������

���� � �������	 ��������� ��� ��� ���� �� ���
 ��� ���� ���������� ������ �	���

�	���		
� ���	
���

b(q) = bg(q). ���+�

(� ��� ��		����� � �&����� ��� ���	�������� �� ���� ���	
��� ��� ��� ���� �� ��������

	����� �� �	����� ��	������

����� ������	��
 ������ ���� ������� ��������� � ������ ���� ����������� � �������� a

�� ��� ��	� ��� �� ��� ���������� ��� ���� ���	������ � �	����� ��	��
 �
 ��		
 ������

���� ������� ��� �	���	 �������� �&�����	����� ������ ���� ��	
 ��� �������� ����� �
 ���

�� ����)���� ,�� ���� �����  !�� ����� ��� ���+� ��� �� ���� ������	
� -��	
��� ����

�� ��� ������������ �� ��� �	���	 ����� ��� ������� �� ��  !�� ���#� ��� ���.� 
��	�� ���

������ ��� ���� �	�� 
������� ����� �������� �� �������� ������� �� ��� ����� ��� �	� ���� �	���
� ���������� �� ����  � � ��� �� �� ������� ����� �� ��������� !	� ����� �	���� 	���"��� ���� �� �	�
�������� �	��	�� � ������� �	���� ��� ����� �� �������� �������� �	�� 	� ��� ������ ����� �� ���
����� �������������� ������� ��� �� 	���� �� 	�� ��� ���#�� ���� �	����  � ������� ������������� �� �	�
��	�� ������

#/0



��������� ��	
 ��� ����
	 �����	�

c(q) =

(
αc

(q
a

)
+

βc

2

(q
a

)2)
a = αcq +

βc

2a
q2
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