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Ui = max
rt,i

ˆ t̄

t=t

�−ρtrt,i · (pt(rt)− c(At)− τt) dt ����#

����
·
At = rt ���A0 = 0, ����At =

ˆ t

s=0

rsds, ��� rt =
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Pt,����(rt) ≡ ∂ [rt,ipt(rt)]

∂rt,i

∣∣∣∣
����

= pt(rt) + rtp
′
t(rt)

Pt,����(rt) ≡ ∂ [rt,ipt(rt)]

∂rt,i

∣∣∣∣
����

= pt(rt)

��*��� ���� ���� ������� �� ��� ��
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H = rt · (pt(rt)− c(At)− τt)− λtrt, ���0#
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�� �
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∂H
∂rt

= 0 : Pt(rt) = c(At) + τt + λt ���1#

λ̇t = ρλt +
∂H
∂At

: λ̇t = λtρ− ċt, ���2#

���
� �� ������ ct ≡ c(At) ��� ���� ��� ���� ���� rt =
∂At

∂t
� �� ����
�� ċt ≡ ∂c(At)

∂t
=

∂At

∂t
∂c(At)
∂At

= rt
∂c(At)
∂At
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���	� ���� �� ������� ��� 	�� ��	��� �����
���� ����	 ���� 	�������� �� �������� �������

��� ��������� ��� ��������������� �������	 ����	���� ��� 	��  ��	������ �� !"� �#�$�

���� � ��� ��� t < t < t�

λt = �ρ(t−t)λt −
ˆ t

s=t

�ρ(t−s)
·
csds

λt = �ρ(t−t)λt +

ˆ t

s=t

�ρ(t−s)
·
csds. �#�%�

��� ��� ��� ���� �	���� �� ����� �� ���� ���� ��� �������� �� 	�� ������ ����
���

� �����	�� ������ �� 	��  ��� �&�	��� ������ ��� �� �������'

� (�����	� #' p(0) > c(0)� ����� �� 	�� ������� �� � 	��� 	���� ���� �� � �	���	��
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� ��	���	��� ��	�� �	 ����	 �	 	�� �	��	�

� (�����	� )' p(0) <∞� ����� 	�� ����������� �� ���	�� ���� ���� �	��� �� ��	��	�
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�� ��� ����� ���� �� &����
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��� �� �
�	 �
�������	� �� � ������� ���� C� ������ ��� ����� ������ �����

���� pt ��� ��� ��
 τt �� ������ �� ����� ��� ��	� �
�� �� �� ��
����� ��� ��� ������

pt − τt − C� ���
���� ������ ���� ������ ��� � 
���
� ����� ��	
���� �� �
���� ���

��		�� �
�� �� ���������� ������� ��		��� �
���� ��� ���� �� ������ t� �� �������		� 	����

�� ���	���� ���� �� ��� ���� �� ��� ������� ��	
� �� ��� ��� �����
� ������� ��������� ����

��� �� � �������	 ��	�� ��������� ��� ����	
�� ��� ����� �� ��� ���� �� ���������

d [pt − τt − C] /dt = ρ · (pt − τt − C) .  !�"#

$� �� ���� �� ��� ���� %��  !�"# ���	�� %���  !�&# ���  !�'#� ���� λt �� ���  �
����� ��	
�#

��� ����� � ��		�� ���� ���� ��		��� � 
��� �� �
�	� �
�������	� �� ���� ct� �� ���� t�

(�� ���� ��		��� �� ���� �������� �� �������� ��� �
��������		� ���������� ��
�

τt = τ0 exp(gτ t),

����� τ0 ≥ 0 ��� gτ ≥ 0� (�� ����	������ ��� ��������� �� ���� ������� ���
��� �����)

������ �
�	 ������ ��� � ������ ������� ������ �
���� p(x)� 	������ �� � ����� �����

������ p(0) <∞�

%��  !�"# ��� �� ��������� �� ṗt−C
pt−C = ρ+ τ̇t−ρτt

pt−C � ������ ��
��� ���� �
������� ��� ����
�

*���		��� �
	�  *���		���� !+&!# ���� ��� ����
��� ������ ��� �� ��� �
�������� ������

����� �� ��� �������� ����� ��� ������ ���� �� ��� ,*- �
������ ���� ��� ��
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�
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τt = τ0 exp (ρt) ���	�� τ̇t = ρτt� �
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����� �� ����� C1 ��� C2� ����������	�� �� �� ��	� 
���� ������ P1 ���

P2 ��� ��
�� ς1 ��� ς2� �� � ���� t1 ��� t2 = t1 + δ� ���� δ > 0� ����������	�� $�
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�	����
�� ����� ��
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�	���� ����� ����������� �� AT � �� �������� ���	�� �	�� �����
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��	�� ��
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ε2
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�� ���	 ��	�
�	
��
� λT � )� ������ ��� � ���
��	� v� ��� Δv �
 ��� �
(������

������� ��� ��� 

����
��
� ��	��
� Δv = v��� − v��� "�� ��� ��
� ����� ��� *+
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 ��� 	������ ���	 ����
��	 ��
����� ��	��� ��� �	�
� �� ,���� $ ��� ����
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ΔλT < 0⇒ ΔAT > 0, -.$�$/

�
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��� ��
�� t = [0, T ]� )� �
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������ ���� ��� �	
����
�

ΔλT < 0 ∧ ΔAT ≤ 0, ������

����� �� ���� ��	�� �	 �� �
�	
�����
��

��� �	
������� ���������� At� λt� rt �
� ct� ������� �	
��
�	�� ���� ������

���� ������� ���� limt→T λt = λT �
� limt→T At = AT � ����� limt→T Δλt = ΔλT �
�

limt→T ΔAt = ΔAT � ������
� ��� ������ �	 �	��� �� ����  
	� ���� ��� !"# �
 ���

���$� ����� τ = 0� ���� �� ������� %	� t→ T �
 ��� ���� 	% ��� ������� &
�� �����������

����� Δ!"# < 0� �����%	��� '�	����
 ( ������� ���� ��� ��	��
 ��������	
 ����� ���	��

������ �
 ��� ����	
 ����� t �� ��	�� �	 T )

limt→T Δrt > 0 ����$�

�	 ���� ��� ������ ������� ��� ����$� �������� ���� �� ���� �	�� ������� ����	�� ����

�	����� rt �
� ���� � *���� ����+� t∗� ����� Δrt ,��� �	
������ %�	� � 
������� ����� �	

-��	 �
� ���
� �� 	� ��	�� -��	 �
��� T )

∃ t∗ s.t.

⎧⎪⎨
⎪⎩

Δrt∗ = 0

Δrt ≥ 0 ∀ t > t∗

∃ε > 0 s.t. ∀ t ∈ [t∗ − ε, t∗)Δrt < 0

����.�

�	������ ���� ��� ���	
� ������	
 �
 ��� ����.�� ��� ������ ������� ΔAt∗ < 0� �	������

���� ��� ����� ������	
 �
 ��� ����.�� ���� ������� ���� �� ������ ����

∃ε > 0 s.t.Δrt∗−ε < 0 ∧

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

/��� �) ∃δ > 0 s.t. At∗−ε,BAU = At∗+δ,BS︸ ︷︷ ︸
≡a

,

	�

/��� �) At∗−ε,BAU > At,BS,

����(�

����� ���� � ��%��� �	 ��� �������	
 ����� ��� �
�� 	% %��� ����	���� �� ���� t∗ − ε �


��� 0�1 ���
���	 �� ����	���� �%��� t∗ �
 ��� �����
����� ������
� ���
���	 �0#� ���� ���

�	��� &
�� ����������� �
� ���� � ��%��� �	 ��� �������	
 ����� ���� �
�� 	% %��� �� 
	�

��������� �� ��� �
 ���� ������
� 0#�

/	
����� &��� ���� � �
 ��� ����(�� 2�	� ��� ����.� ��  
	� ���� Δrt∗+δ > 0� �	3

������ ���� �������
 ��������
� �����
�� ����� ����
��� �'�	����
 ( �
 #����	
 �� �
�

Δrt∗−ε ���� ����(��� ���� ������� ���� �% � �����
�� �
�� 	% ���	���� ���� � ����
� &���

��������	
 �	�� 
����� ��� ���� �
� ������� �����
�� ����� ��	&� �
 �������	
 0�1 �


���
� �	�� �� ���� t∗ − ε� �����
� ��� ���� �����
�� �
�� ���� 
���� � �������
 ������

$(



�������� ��	
� �
��� �� �������	� ��� �	�� ���	 �� ���� t∗ − ε ���
�� �
�� �� t∗ + δ�

�
�� ��� 
	������ �� �	���������	� ���
 ���� � �� ��� ������� ������� �
�� �
� ��	
�

�� ���!��� ���	���� 	���� �
		��� �	 ���� �
� ���� �������� ���	���� ����� ��
��� "#

��� � ������	� �	��� a� �� �	�� �� ���� t∗ − ε �� �������	� ��$ "�� �� t∗ + δ �� �������	�

�����

%	������ �	� ���� & �� ��� ������� '	� �
��
 � ���# ������� �������� ����� �	 � �	����(

����	�# ������� "����� 
	������ 	� �
� ��'���� �	 � ����� �
� �����
� �������� ���� ���
��

�
��� �� �� ���� �� � ����#� �� �
� ��	
� �� ���!��� 	���� �� �������	� ��$ �������

�	 ���� �
� �������� '��� ���� � ������"�� �� �������� �	��� a < AT,BAU �� ���� t∗ − ε�

�� )�	� 
� ���� � ��� �������(����� ��	
� � ������� λT,BAUe
−rT �� �
� ������ �	��� "�

�
� ������� ����� 	' �
� ��� ������� '�	� � �	�� � ��������# � ������� �������� ����

�	�� �� ���� T � �
���

(Pt∗−ε,BAU − a) e−r(t
∗−ε) ≥ λT,BAUe

−rT , ����*�

�
��� Pt �� �
� �������� ��	�� ����� ������� '�	� �������� ���	���� ����� �� ��
��� ��

�����	� &� +�	����� �� ���� &� �
�� �� �������	� �� �
� ���	���� 	���� ��'����� '�	�

� ������	� 	' �
� �������� ���	���� ���� a� �
���� 
� ����� �� ��� ������� ����� ������ �

��	
� 	' λT,BSe
−rT '	� �
� �������� ���	���� �� ���� T � �� 
���

(Pt∗−ε,BS − a) ≤ λT,BSe
−rT . ����,�

�� �� 
��� Δrt∗−ε < 0� �������# ���������� �������� ��	�� ����� �������� �-�	����# � ��

�����	� &� ����#� 
	������ Pt∗−ε,BAU < Pt∗−ε,BS� �
��
 �� �� ������ �	���������	� �	 �
�

�����"�� 	' ���� ����*� ��� ����,��

�������� ��� ����&� �
�� #����� � �	��������	�# ������ �� "	�
 �������� �	���"�� ������

���� � ��� ���� &� �
��
 �	������� 	�� ��		' "# �	���������	�� �

����� � ����	 �	 
���� 


.	� ��� �
�	��������# � ��	���"�� '���� �	 "� � �������� ����� '	� 
��� � ������	� �	��� �	

����
 �
� ������ �
	)� ����� ��� �
�� AT �	 ����
 � ����� ���
 �
�� c(AT ) = p(0)�

�
� � ������	� ���� ������ �
� 
��� '��� ����� �
��� ���� ����
 !��	� ����� 	��# �� �
��

���� �
� ������ ����� '	� �
� '���� ����
�� p(0) ��� 	��# �
�� �
� '��� 	����� ��� ����

���	����� � ������� �� �������� �	��� c = p(0) ���
	�� ��������� ������ ��� �	����� �����

����� � ������ �	�
��� �� �� �����
��
 ��
��	������� 
		 ��	 ��
� ���� �� ��	 ����� �� �	��� �
����	� ���
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�� ��� ��� 	���
�� ��� ��
������
� 
� ��� 
���
 �
���
�� 
���
 ���
�� T 	��� 
�������

�

������ ��� 
���
 ����� 	�
 
������� ���
	 p(0)� �� 
���� �
� ��� ������ ����� �
 ��
� �


����� p(0) �� ��� ��
� 
� ��� 
�
������ 
���
 �
���
�� ��� ��������
� ���� ��
� ���
 ����

�
 ���
	 ��� 
������� ����� ������ ��� ���� ����
�
�

lim
t→T

rt,BS < rt,BAU ,  �!�"#

	���� ��� ����� BAU  ��
���

$�
$�
���# 
����
 �
� ��� 
������
 	���
�� �������� 
�
��$

����� 
� ��� 
���
 �
���
� ��� BS  ��
�����# �
� ��� 
������
 	��� ��� ���������� �������


���
 �
���
�  �
�
����� ����� ��� ����
�����
� 
� � ����� ��
���� ������� ����
�
�#�

%� ��
���� � ��

� �� �
���������
� ���� &���� ' ��
� �
��� �

�����  �!�"# �
 �
��

��� 
�
	��� ���� ���
 ����
 �
 �� ���
�
�
������

%� ��
	 ���� 	��� ��� 
�
������ �
���
�� ���������� ��������
�
 �� �
 T ������ ��

�

��
� ��� BAU 
������
�

AT,BS > AT,BAU .  �!�(#

)
� ���
 �
 �
��� 	� ��
	 ���� ����� ��
� ���
� 

�� ����
�
 t < T �
� 	���� rt,BS >

rt,BAU � ���� ����� 
�

�� ������
�
 ���  �!�"#� ���
 ��

 �� ����� ����
� t∗� 0 <

t∗ < T � �
� 	���� ��� ��������
� ���� �
 ��������� ��
� ��� ��� ��������
� �����

rt∗,BS = rt∗,BAU � ��� ����������� ���
�� 	���� ��������
� �� BS ������
 ��� BAU

��������
� ���� �
� ��� ��
� ����� lim
t→t∗−

rt,BS > rt,BAU ��� rt,BS ≤ rt,BAU ∀ t ∈ [t∗, T ]�

*
������ 	���  �!�(# ���
 ������


At∗,BS > At∗,BAU .

%� ������
�� ��
	 ���� ����� ���
�
 � ���� t′ 
������� 
������ ���� t∗ �
� 	���� ���

���� 

�� �������� ���� 
� ���� �� ��� BS 
������
� ��������� �� ��
 ������� ��������
�

�

� At′,BS� 	
��� ���� ���� ��������� �� � ���� t′′ 
������� ����� ���� t∗ �� ��� BAU


������
+

∃t′ < t∗, t′′ > t∗ 
���At′,BS = At′′,BAU .

�� ��� 
��� ���� 	� ��
	 ����

rt′,BS > rt′,BAU ∧ rt′′,BS ≤ rt′′,BAU .  �!�!,#

%� ���
�� a = At′,BS = At′′,BAU �

�
 � ��
� 
��� �
� ��� ��

�� 	� 
�
	 ���� ��� ��-������
 �� ��� 
���
 ����� ����
 �
� ���

����
 ���	��� ��� �	
 
������

� �
����� 
�� ��  �!�!,#� ��� ���
�������� 	��� ��� ����
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����� ������ 	� 
����
	� 	�� �
������ �
����
� ���	 �� ���� 	� 	��� 
����� t′ �� 	�� BS

����
��� �����	 
����
	��� �	 	� 
����� t′′ �� 	�� BAU ����
����

���� 	�� �	���	�� �
����� �
����
� �
��� �������� ����
��	� � �� ���	��� ��� � ! "#!#$

��
���� 	�
	 ������� 
 �
����
� 
����	 ���� �� 	�� ���� ��	� 
 �%�� �%	�
�	��� ���	 a

������ 	�� �
����� 
����� t′ �� 	�� BS ����
��� �� ���
	����� ���� 
���	
&�� 	�
� �������

�	 
	 t′′� ���

��� 	� 	�� BAU ����
���! '������� ����� 	�� 
���	 �
%���(��� ����

�������� �� ���� ���� ��	� �
����
� �%	�
�	��� ���	 a ���� 
	 t′ �� 	�� BS ����
���� 
��

���� 
	 t′′ �� 	�� BAU ����
���� �� )��� 	�
	 �
����
� 
���	� ��� �
����
� �
��� ��

	�
	 �������� 
�� ������	 
	 t′ �� 	�� BS ����
��� 
�� 
	 t′′ �� 	�� *"+ ����
���� 


���	�
���	���!

����
���� 	��� ���������� �	�
 �� 	�� 
���� �
� &� ���� 
� ��������

����� �� 	�� BS �
�� 	�� ���� ����� ����� 	� �%	�
�	 ����� 	�
	 �
�� 
 �
����
� ���	 a


	 	��� t′ 
�� 
	 �� 	��� ����� �� )��� 	�
	 
�����	 �������	�� ��	 �
��� �������� ����

�
����
� �
��� �� ���� �%	�
�	�� 
	 ���	 a �� ������	 
	 	��� t′�

(Pt′,BS − a) e−ρt
′ ≥ (Pt′′,BS − a) e−ρt

′′
, �"#!##�

����� Pt �	
��� ��� 	�� �
����
� ������� �
��� ������� ��� 	�� ���� �������� 
	 	���

t ���� 	��� �
����
��� �
�� 	���� �
��� 
����� 	�� �
	� �� 	���� ������� 
� ������

�
�����
��� ��� ����
����	�� 
�� ��� ���
�	�	��� ���� ������ �� ���	��� �!

,�� �����
� ��
������ ����� 	�
	 ��� 	�� BAU ����
��� 	�� ������� ������

(Pt′,BAU − a) e−ρt
′ ≤ (Pt′′,BAU − a) e−ρt

′′
. �"#!#��

-���� �����
���� �
����
� �
��� �������� ����
��	� � ���� ���	��� ��� � ! �"#!#$� �����

�������� ��
��� ��� 	�� ����� �
��� ��������

Pt′,BS < Pt′,BAU ∧ Pt′′,BS ≥ Pt′,BAU . �"#!#.�

� �! �"#!#�� 
�� �"#!##� 
��� 
� 
� �����&��� �������� �� �����	 ���	�
���	��� ��	�

� �! �"#!#.�! �
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����� � ����� �

����� �� ��� ��� ��� 	���
����� ��
 

������
���� ���	�
��� G(t) ��
 F (t) ��


���
� ��
�� 
��
���
��� g(t) ��
 f(t)� ��
 ��� T > 0 ��
 ρ > 0�

G(0) = F (0)

G(t) > F (t) ∀
tε(0,T )

⎫⎬
⎭ ⇒ ´ T

0
��ρt [g(t)− f(t)] dt > 0 .

������ ����� H(t) ≡ G(t) − F (t) ��� h(t) ≡ g(t) − f(t)� �� 	
�� 
�
� H(0) = 0

��� H(t) > 0 ∀
tε(0,T )

� ��� ���	
�� η ≡ ´ T

0
�−ρth(t)dt� �
��� ����� hm �� 	
� ��	
 	
�	

��������� 	
� �������	�� ��	����� �
��� ������	��� 	
� ������� �����	����

minhm η

s.t.
´ t
0
hm(s)ds > 0 ∀

tε(0,T )
����� !

"# 	
� ��������� ��������� hm �����	 ���	��� ��# ������� ��	
 ����	�
� 
������

� $� hm(t) ���� 	� ���	��� ��# ����	�
� 
����� 	
�	 ���� ��	 �������� ��� 	���� ��

����� 
����� �� �! %# ���� ����	�
� 
������ 	
� �����	��� �� &'� ����� ! ����� %�


����	��� 	
� ��	����� �
�� �����'���	����# ����	�
� 
����� ��	
 �	 ����	 ���� ��

	
�� %���� �	���	�# ����	�
� �� ����������# ����	�
��

� $� hm(t) ���� 	� ���	��� ���� �	���	�# ����	�
� 
����� 	
�	 ��� �������� ���#

%# ����	�
� 
������ 	
�� �����	�������# �������� ���� �� 	
� ��������� ����	�
�


����� ��� ���������� ���� �� 	
� ���	����� ����	�
� 
����� ���� �� ��� 
����

���
� ���(��	�� 	
� �����	��� ����� ! ��� �� 	
� �	
�� 
��� ������ 	
� 
���� ��

η� �� 	
� �����	��� �� 	
� �������)��������� ����	�
� 
����� �� �������	�� ���� 	
��

	
� �������� �� 	
� ��	��)��������� ����	�
� 
������ ���
��� � ��	 �����	��� �� η

��� 	
������� ���	�����	��� 	
�	 	
� ���	��� hm ��������� η�

�� 	
� ��	
 hm(t) ��� 	
�� ��	 ���	��� ��# ����	�
� 
������ ��� �� �� ����� ��� H(t) 	�

	�*� �� ���
	��� ����	�
� 
����� �� 	
� ��	����� (0, T )� �	 �� ����� 	
�	 η ���	 %� ����	�
��

�� �	 �� �� ��	����� �� ����
	�� ����	�
� 
����� ����� �
��
 ���� ��� �	���	�# ����	�
��

��� �
��� ��� ����
	� e−ρt ��� �	���	�# ����	�
�� �
���
´ T

0
�−ρt [g(t)− f(t)] dt > 0� �

����� 	 
���
 �
 
���������� �

������ �� �+��������# ��
��� �+ λT �

,-



���� ��� �	�
�� 
� ���
 ��� ��� ������������ ��������

λt = λT �
ρ(t−T ) +

ˆ T

s=t

�(t−s)ρ
·
csds. ��	�	
�

�� 
��� �� ��������� ���� ��� �������� ��� � ��� ��� ����������� ���� �� 
���� ��������!

��� ��	�	
� �� ��� �	�"� ���� �

pt(rt) + rtp
′
t(rt) = ct + τt + λT �

ρ(t−T ) +

ˆ T

s=t

�(t−s)ρ
·
csds. ��	�	#�

�� ��� �����
��!� 
� ��� !���! �� ����� �� ������ ������ ���� ��� ��$ ����������� �� ����

���������� �$��������� �� �� T �

%������ ���� �������������� ���� ��� �������� 
��� �� ��� ����� ����� ����

AT,��� ≥ AT,��, ��	�	&�

�� 
���� 
� ����� ��� ��� �� �$�� ��� �� �� ��  ���!���� ��� ��������� ���� AT � ��

��� ���� 
��� �� 
������ ��� ��$ �������������

��� ��	�	&� �������

cT,��� ≥ cT,��.

'� ���� limt→T

´ T
s=t

�(t−s)ρ
·
csds = 0 �� � ���� ��� ��	�	&�� limt→T cT,��� ≥ limt→T cT,���

(��������� ��� )*% �� ��� ��	�	#� �� �������� ���!�� �� ��� ��$ ���� ����� ���� limt→T λt =

λT �� ����� ��� ��$ �� 
��� �� ��� ��+��$ ������ �� ���� ,������� 
 ���� %������ -�

�������

lim
t→T

rt,��� < lim
t→T

rt,��. ��	�	.�

/������ ��� ��� ��������� ������ �������� ���� ���� ���� ��	�	&� �� ��	�	.� �����

���� ����� �� � t∗ ���� ����� ���  �0������ ���� ��� ��� 	�
�����
 ���
������ 
���� �����

���� ����
 ��
 ��� ���� ���� �� ��� ���+T ����� � ����� ���� ����

rt∗,��� = rt∗,��, ��	�	1�

�� 

rt,��� < rt,�� ∀t∗<t≤T . ��	�-2�

)������� ��� ��	�-2� ������� ���� ���  �3������ At,���−At,�� �� ��������  ��������!  ����!

��� ���� ���
��� t∗ �� T � 
����� ����� ����! ��� ��	�	&� ��� ���� ��� ��

ct,��� > ct,�� ∀t∗≤t<T . ��	�-	�
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���� ������	 
�� �����
	� 
� ���� 
� ��� �
�� ��
� τt ≥ 0 �����

ct∗,��� +

ˆ T

t=t∗
�ρ(t

∗−t) ·ct,���dt ≤ ct∗,�� +

ˆ T

t=t∗
�ρ(t

∗−t) ·ct,��dt,


�� ���� ˆ T

t=t∗
�ρ(t

∗−t)(
·
ct,�� − ·

ct,���)dt ≥ ct∗,��� − ct∗,��. ������	

�� 
�������� �� ��� ������	 ��� � ! �� ��� ������	 �� �������� ������"�� �� �� �
�� �� ���

��
� #���
 $ �����% $	 ������� ��
� ���� ������	 
�� ������	 �
���� &� �����������

����� ��������� ��� ����� &� �����
�������� �

����� � ����	 �	 
���� 


'����� ���� ��
� ���� (������� ) ���� !������ �	 �� *��� ��
�� ��� 
 +%�� �
%� 
�

�����
�� �� ��� "
��� �� ��� � ! �� ��� +��� ����� ��������� ������ 
 �����
�� �� ���

������
�� �%��
����� �
���

!������ ��
� ��� "
��� �� ��� # ! �%�������� �� ��� ',- �����
��� ���� rt �� +%��


�� ��� �
% τt �� �����
��� ���� .��� �� 
 ������"� "
���� -������� ������� 
 ��/�
% �
���

����� ��� � ! �
� 
� �����
� "
���� �
���� � !0� �������� 
� �����
� �%��
����� �
�� rt,0


� ����� ��� � ! 
�� ��� # ! �� ��� ',- 
�� ���
��.��� �� �� �������� 
����� 
 �
%

τt �����
��� ��� "
��� �� ��� # ! �� ��� ',- ���� rt,0 �� ����������
��� ���� �����
��

�� 
 +��� ����� 0� ���� ����� ���� 
 ����� ����������
� � !/"
���� � ! 1� �� �����

��� ��� ',- �� &� ���
��.�� �� ��� ��� ����
���� ���� ��� �
%� 1��� ��� � !/"
���

��� ����"��� ��"�� 
�� ���� ��� ��
��� &� ������� �� � !1 &�� ���� ���
�� 
� � !0� 2�

����� �� ��� ��
� ���� ������� ��� ��� ����
��
����� �%��
����� �
��� �� ���� �������� ��


 ������ ���� 
 ����������
� ��/�����
�� �� ��� � !/"
��� ���� � !1 �� � !0� �����

���� ���� ����������
� ��/�����
�� �� ��� � !� ��� ����"��� ���� �
"� �� �����
�� ���

����
��
����� �%��
����� �
�� ��� &��� ����� �� ��� ',- �� ���
�� ���
��.��� 3���

������ ����� ��
� �� 
����� 
� ����
��
����� �
% τt �����
��� ��� # !/"
��� �� ���

',-� ���� ��� �%��
����� �
�� 
� ��
� ���� ���� �
"� �� �����
��� ��"�� ��
� ��� "
���

�� ��� � ! ���
��� ����
����� 0� ��� ���� ��
� ��� �
% τt ���� ������ �����
�� ���

# !/"
��� 
� ���� t� ����� ��������� ������� ��
� �� ���� �����
�� ��� �%��
����� �
�� rt�

3��� ��������
���� ���� �������� ��� ������ 1��� ��
� ������� ���� �������� �� ��� 
�

�&"���� 
� �� �
� ���� 
� +��� ������ 
� 
����� 
 �
% �� ������ � 
�� ��
"��� ���������

���
�� ����
���� ���� ��� ������ ��
� �� �����
�� 
 ���
��� &�� ��� �"����
����

������
������� �����
�� ���
�� �� ������ � 
�� �����
�� ��� ���
���� ��
����� ��

������ ��

$�



����� pR(rt, τt) ���	
�����
�� ������
�
 ���� �� ������
��� ��� ��� � ����� rt� ���


������ 
� ����	�� �� ����

����� 
� ��� ��
� ��� ��� 
����� ���	 �� ��� ��� �� ��� ����

��
������� ����
∂pR(rt,τt)

∂r
� ������� �	
 �����
� ���������	� ����� ��
 �
��	� ��	����	�

�
�
� �
 ���� ���� ��
 �
������	 �� pR �	���
� �
 � ���� ��
�� � [pR(rt, τt)− pR(rt, 0)]�

�	����������
 ����	��
� ��
 ���
	���� �	��
��
 �� ��
 �
��	� �
��� ��
��[
rt

∂pR(rt,τt)
∂r

− rt
∂pR(rt,0)

∂r

]
� �� �
��� ��� 	�� ��� ����
 ��� �
�
�� �	� �
��	� ����
� ����

�	��
 �
�������
�� ��
�
���� ��
 ���
�� 
�
�� �� ��
 ��� �� ���
 t �	����������
 �
���
�

��
 
��������	 ���
 �	 ��
 ����
	� �
����� rt�

�
 r(p)� ��
 ��������
 �
��	� ����
 ��� ��
 �
�����
� � ��	��	����� �������
 �
��
���	�

��	����	 ���� � ����� �
�������
 ���� �� �	��
 ��� �	
 p > 0� ��
 ��������
 �
��	� ��

����� �	�� ��
 �
���	�� �
��	�� r1 �	� r2� ���� ���� ��� � ��������
 
���� ����
� �
��	�

�	  
���	 ! ����
���	�� �� x ���
� ��
 �
��	� �	  
���	 "#

r1 + r2 = r

r2(p) = x · r1(p) $%"�!&'

(�� $%"�!&' �����
� ���� ��� �
�������
� �� ��
 �
���	�� �
��	� ��	����	 ���
� �
 �

������ x �� �
��#

r
(i)
2 (p) = x · r(i)1 (p), $%"�!)'

��
�
 ��
 �	���
 (·)(i) �
	��
� ��
 ith �
�������
�
*�
	  
���	 " �	������
� � ���� ��
 �������� 	�
�� ��� ��
 �
�����
 �	 ���� �
���	�

p1� 
��

�� ��
 �������� 	�
�� �	 ��
 ��� ��

  
���	 !� p2� �� �
�� �� ��
 ����� 	�
��

��� ��
 �
�����
 ��	
��� pR� �
 ��
 ��� ���
 τ #

p1 = p2 + τ = pR + τ

��
 ����
���
 �
��	� ��� � ���
	 ���
� ����
 �	� � ��
���� ��� ���
 ��

r(pR, τ) = r1(p1) + r2(p2) = r1(pR + τ) + r2(pR). $%"�!+'

%� ��
 �
��	� ����
� �	 ��
 ��� �
���	� ��
 ��	��	���� �	� �������
 �
��
���	�� (��

$%"�!+' ���
���
 �����
� ���� ��
 ��������
 �
��	� �� �������
 �
��
���	� �� �
�� �	 pR

�� �	 τ � ,� �� ��
�
���
 ��
�� ���� ��
 �	�
��
 �
��	� ����
� �
�
 ��
 ���
� ����
 ���� ���

� ���
	 ��� 
�
��� � ��
���� ����
���
 �
��	�� pR(r, τ)� �� �������
 �
��
���	� �	 r�

,	 ��
 �������	�� �
 ���� ��
 ��
 �
	��� Δ��� �	 ���
� �� 
���
�� ��
 �����
�
 ���	�
 ��

)!



��� ����� �	 ��� ��
����� 
��
� 
�������� 	
�� ��� ���
�������� �	 ��� ����

Δ��
 ≡ ��
��� − ��
��,

���
� ��� ������� ��� ��� �� ����� 	�
 ��� ��������� ���� ��� ������� ��� ���� �������


��� ������������ ���� �� ����� � �������
 ��� �� ���
������ �� ������ � ��� ��� �����

�
��� �������� �� ��� 
����
�� ����
� �� ������� ����
������ �� ���� � ��� �����

���
���� ��� ���
�������� �	 ��� ��� ������� �� ��������� ������ ������������ �� ����

����� ������ �� ������ � ����� ���� �� ������� �� ������� ��� ���� ������ �� ���

������ �� ������  ����� ���
����� ��� ��� ��

��������� ������� �� ��� 
������� ������

������� Δr� ����� ���� �� ���� ������� ��� ��!� ���� ������� ���� ��� �
��� ��"�
����

������� ��� ��� 
������ ������� �� ��� ����� �	 ��� ����

Δp1 +Δp2 = τ. #$�� %&

�������
 ��� ������
����� �� '��� $����

�
�

�
�

�

�

����

�
�
�
�
	

�
�

��

�

�
�
��
�

�

�

�
�
��

�

 �

�
��

�



�
�

�
�
��

�

�

�
��

�



	� 	�

	�
�

	�
�

������ ��	�
 ��
��������� ��������� �� �������� ��� ����� �� ������� ��� ������ ���������

�� � (
�� ���
���������� �� �����

Δr ≈ Δp1 · r′1(p0) #$�� )&

Δr ≈ Δp2 · r′2(p0) #$�� *&

+,



���� ��� ����	
��� �� 
�� �������� 	
��� 
�
� ������� ��� ������� �� 
�� ������� ������


Δp2 ≈ τ

1 + x
, �������

 �������

pb ≈ p0 − τ

1 + x
. ����!"�


�� ����!"� �#�$�

�
 ����� �� �$��$ �� %��� ���$����� ������ ���
����� ��� 
���
 �$���

��$ ��� $�
�	$�� �&��$ �	
� �����
� ' � (��	� ���� �
 ���$�#������ �$���$������ ��

��� ��# $����

)$�� 
�
� ������� ��� ������� �����&


Δp1 ≈ x ·Δp2. ����!��

*� �$��$ �� '� �'�� �� ��%� � 
�������� �'�	� ��� ��$$�
������� ������ �� ��� ���'��

������� ∂pR(r,τ)
∂r

� &� ����� ��(���� �&� +� ��$ ���$�#�������
,

r′1(p1) ≈ r′1(p0) + Δp1 · r′′1(p0) +
(Δp1)

2

2
r′′′1 (p0) ����!��

r′2(p2) ≈ r′2(p0)−Δp2 · r′′2(p0) +
(Δp2)

2

2
r′′′2 (p0) ����!!�

≈ x · r′1(p0)−Δp1 · r′′1(p0) +
(Δp1)

2

2x
r′′′1 (p0), ����!��

&��$� ��� ���	
 
��� ��$ ��� 
����� ��$� �� ��� $���� ���� 
��� �� 
�� ����!!� �
 �	�

�� ��� ���� ���� Δp2 �
 ��-��� �� �'
��	�� ��$�
� ��� &��$� 
�� ����!�� �����&
 �$��


�� ����!!� 	
��� 
�� ������� �
 &��� �
 
�� ����!���

�
 ∂r
∂p

= ∂r1
∂p

+ ∂r2
∂p
� $�� ��� �� ������	�� �� ��� $���(��� �	������
 &� %��& ���� ∂p

∂r
=[

∂r1
∂p

+ ∂r2
∂p

]−1
��� &� ��� ���$���$� &$���

Δ

[
∂pR
∂r

]
=

1

r′1(pR + τ) + r′2(pR)
− 1

r′1(p0) + r′2(p0)
.

. 	
��� 
�
� ����!�� ��� ����!��� �
 &��� �
 
�� �������� &� ��� ��	
 ���$�#�����

���
 $�
���
� �� ��� -$
� ��$�(���(� �� ��� 
������/�$���� ∂pR
∂r

� �� ��� ���$��	����� �� ���

��# �


Δ

[
∂pR
∂r

]
≈ 1

(1 + x)r′1(p0) + (Δp1)
2 (1 + 1

x

)
r′′′1 (p0)/2

− 1

(1 + x)r′1(p0)
.

��



��� ������	��
 ����� (Δp1)
2 �
�� ������������ ��

Δ

[
∂pR
∂r

]
≈ � (Δp1)

2 r′′′1 (p0)
2x(1 + x)r′1(p0)2

,

�
��
 �� ������������ �� �
� ������ �� �
� ��� ������� ����� �
�����

�
� �������� �� �
� ������ ����� �	
� ��
��� ��
�
� ���
�� ���	
���� �� �
� ������������

�� �
� ���� Δp = pR − p0� ��� �� ������������ ����� ��� �� �!"#$

Δp ≈ �
τ

1 + x

%���� ���� �� �&'# ��� �� �! # �� �
������� 
�	� �
� ��������� ����� ������� �
�

������ �(��� �� �
� ��� �� �
� ������ ����� �	��	 ��
��� ��
�
� ���
�� ���	
���� ���

�
� ������������� �
���� �� �
� �����)� ����	���	� ���
 ������� �� r$

Δ
[
∂pR
∂r

]
Δp

≈ τ · x · r′′′1 (p0)
2 (1 + x)2 r′1(p0)2

, �� �!*#

�
��� ���� ������� �� �
� ��� �����+�� ���� �� r′′′(p0)�

�� �
� ����� �� ��� �� �!*# �� ������������ �� �
� ��� ����� ��� �
� ������ �
 �
��
 �
��

��� ���� �� ���������� ������ �� ��+���� ��� �� �
� ����������� �� ��� ����	���	�� ��

�
� ������ ��������� �� �
�� ,��� �
�� Δp �� ������ �� �������� ����� �
�� ��
 +����

�������� �� Δ
[
∂pR
∂r

]
��� ����� �
�� ��� ��� ��� ������ �
��
 ���	�� ��� ������ �

����� � ����	 �	 ���
���
��� �

-�	��� � �������� �������� ����������
 �ψ# �
�� � ���,���� ���
�����
 ��
 ������� ��

,��� ���� .������� ��� -��� � '/0# �
�� �
� �������� ������) ������1����� �������

��(��� ���� �
� ������������� ���� ���
��� ���,���� �����
 �
 � ������������� ��������

�� �
� �������� ������� �
� +��� ����� ���������� ��	������ �
� ���� ������) ��
�	���

��� �
�� �� ������� ��

Pt(rt) = c(At) + τ�θt + λt �� �!2#

λ̇t = λt(ρ+ ψ)− ċt.

.�+���� δ ≡ (ρ+ ψ)� �� ���

λt = λT �
δ(t−T ) +

ˆ T

s=t

�δ(t−s)
·
csds. �� �!/#

0*



�� ��� ����	
��	�� �� ��
�����	���� 	������	�� ���� τt = τ0�
θt� ����� θ ��� �����
 ρ�

�� ���� �� θ < δ�

�� ��� ��� ���� ������ �� 	� ��� 
���� ��� ����� �� Δ��� ≡ ������− ������ ����� ���

��� �� � �	���� ���	���� �� � ����	��
 ��������	��� �����

���� ����� �� ��� ������ ���� ������
��
� �� �	�
�� ����	�� τt,�� = 0 ∀
t≥0

��
 	� ��� ���

���� �� ���� τt,��� > 0 ∀
t≥0

� �� ���� ���� Δτt > 0 ∀
t≥0

�

 � ��� ���� ���
 �� ��� ��	�� �� ���� �� ������
	��	�� ���� ��� 
����	��
 ��� 
���

������ ���
 �� 	�������
 �������	�� ��	��	��� ��� ��� 
�	�� 	� �	���

!����� ����� ��
�����	������ ���� ��� �������� ���
�� 	���� ΔAt > 0 ��� ���� t�

�� ����� ��� ��� 
���	��� �������� ��
��������

�������� 	
 "�

���� ∃t0 ����

ΔAt0 = 0 #!$��%&

��
 ΔAt > 0 ∀
t0<t<∞

.

'�	� ��(�	��� Δrt0 ≥ 0� ��
 ���������� 
�� �� )(� #!$��*& ��
 +��
���� ,� ���� Δ[λt0 +

τt0 ] ≤ 0� ������	�� �� ����

Δλt0 < 0.

-��� )(� #!$��.& #��
 ��� �����������	�� ���
	�	��&� �������� �� ���� ���� λt0 =´∞
t=t0

�δ(t0−t)
·
ctdt� ��	�� ��� �� ����	���� ��

λt0 = �δt0
ˆ ∞

t=t0

�−δt
·
ctdt. #!$��/&

 � 	�� �������� ����� ���� )(�� #!$��%& ������� #!$��/& ��� ��� ������	����� �	�� �����

0 #!���� 0&� '���� 	� 	� ����� �� ������
	��	�� ���� ������� $ 	� 	�
���	���� ��������

	�

�������� �
 "�

��� ∃t1, t2, t1 < t2� ����

ΔAt1 = 0 ∧ Δrt1 ≥ 0, #!$�01&

ΔAt2 = 0 ∧ Δrt2 ≤ 0, #!$�0$&

��
 ΔAt ≥ 0 ∀
t1<t<t2

. #!$�02&

)(�� #!$�01& ��
 #!$�0$& 	�
��

Δct1 = 0 ∧ Δct2 = 0, #!$�0�&

0*



��� ������	�� �
��

Δ[λt1 + τt1 ] ≤ 0, 
������

��� Δ[λt2 + τt2 ] ≥ 0.

��� 
������ 	��	����� ����

Δct > 0 ∀
t1<t<t2

. 
������

���� ��� 
������� �� ����

λt1 = λt2�
δ(t1−t2) +

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt.

����	� μt ≡ λt�
�θ(t−t1)� ��	�� !	�
�� μt1 = λt1 ��� λt2 = μt2�

θ(t2−t1)� �� ��� ��	��

μ0 = λ0 = μt2�
[δ−θ](t1−t2) +

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt.

"���	���

Δ[λt2 + τt2 ] ≥ 0⇒ ��θ(t2−t1)Δ[λt2 + τt2 ] ≥ 0⇒ Δ[μt2 + τt1 ] ≥ 0. 
����#�

�� Δτt1 > 0 ��� 
��� �$%����	�� 	� ��� 
����#� 	�%
	��

Δ[aμt2 + τt1 ] > 0 ∀
0≤a<1

. 
������

���� ��� 
������ �� ���� Δ[μt1 + τt1 ] ≤ 0� ��	�� �� ��� ����	�� ��

Δ[μt2�
[δ−θ](t1−t2)︸ ︷︷ ︸

<1

+

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt+ τt1 ] ≤ 0. 
����&�

���� 
������ ��� 
����&� 	�%
!

Δ[

ˆ t2

t1

�δ(t1−t)ċtdt] ≤ 0. 
����'�

���� 
����'�� 
������ ��� 
������� ����(��� (	�
��� )���� � 
����$ ��� � �������	�*

�	��� �������� ��

+, ��� ��$ ���� �� 	������� �-�-
��	(� ��	��	��� ,�� ���� %��	��� �	���� �-.���� � ��

�-.���� � ��-
� ��(� �� ��
�/ �� ��(� A0 = 0 	� ��! ����� ��� ,�� ��! t∗ �����ΔAt∗ > 0

����� �-�� .� � 
����� %�����	� %��	��� t� t < t∗� ,�� ��	�� ��� ��$ ���� ��� 	�%��� ���

��
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∂H
∂rt

= 0 : pt(rt)
!
= c(At) + k(rt, At) + λt �,�,�

λ̇t = ρ���λt +
∂H
∂At

: λ̇t
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= λtρ��� − ċt − rtkA(rt, At),
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∂t � 	� ��
� ċt ≡ ∂c(At)
∂t = ∂At
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∂c(At)
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A(c) = p3/(1 + exp((c− p1)/p2)) + p4 exp((c− 45)/p5).
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����	��� 
 ��)���)	�� '�����
 ��� ��
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������ ���	 
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 ���������� ���� ������

��� �������� ��	����	
 �� ��
� 	��2���� ��� ������� ��� ��� ��� 	��2�	 ��� �����

�� 	�� ��������� 	��	 �������� ��������	���� 	��  ������ �� ������� 	� ������� ! 	�� ��

����  �� � ������� "���# �� �
�	��	�� ���  ������� "$�%�&%�'� ���() *��	�� �	 ����

����#��� +����	 	�� ,���  �����	� 	�� �
�	��	�� ���� ��� 	�� ���� �������� ��	����	


�	 �	� ,��� ������ 	��� �� ������� ��� "	��	 ��� �� 	�� �����	�� ��� �����	 ���������

��� 	�� ����#� 	�� ��� �� ���� � 	�� �� ����  �� ������ �� ���  �������� �� ���� 	��	

�-���� ��������� ����� ������ 	��  �����	��� "��� 	���� ������# 	��	 �-���� 	�� ,���

������ 	��� ���������� �� �	��� .����� �/����� �
�	��	�� ���� �� ���� 	��� 	.��� ��

�������� ��	����/�� �� ����	��� 	� 	�� �� �	 ���	� ��� 	��� ����� 	��  ������ �� ������� 	�

�� ���0��	 	� � ����	��	 ����	����� ,-�� ���	 ��� ���� ������ �� �
�	��	�� ����  ��������

cl� ������� 	� �����	 	� cl1!2 3���� "��  ������� �
�	��	�� ���#� �� 	�� ������	����

	��	 ����. ��� ��������	���� 	�� �/����� ���	� �� 	��  ������ �� �����	 �� �  �� �����

��� 	�� ��� �����  ���� ���� 	��	 ��
 ������ 	��	 �����	 �� ��	 �
 	�� �	������ ���

��  �
 ��� 	��	  ���� .��� ��  ��/���� �� �
�	��	�� ���� ���� ����4��������	����

��� ����� �	
 �����
 ��� ���	�	�� �
 ��� ����� ������� ��� ��
� ����� 	� ��� ��� ���� �� 	�����
�
������
 ��� �	
 ����� �	
����� ���� �� � 
���� ������ ����	�� �	���� �	
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������ ��� 
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	���� �� � ����� ������� �� ������
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	��� ��� ������
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��� ��� ���
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���� ��� ����� 	��
���
 �� ����������� ��� 
���� ��
������ �� ������� 
�� 	����� �� ���

���������� ����� �� ������ �bble� �� ������� �� �

����� pb,∞ = 200 $/ bble� ���� ��

������� 
���� �������� �� pb,ini = 500 $/ bble ��� ��� ��������� �������� ��
����������

�� �� ������ ���� �� ��� �� ����������� ��  ��! �!" �� 
! #$! %������� ��&&'� �� ����

�
�������� ���� ���
��� �� ��� 
����	����� �� ��
������ ��� ������ �����! (� ������� �

	��
���
 ��� ))*& +,�- �.)/ +,tCO2� ���������� ���������� �� ���� �� ���� 
���� �� ���

���� ���! 0� bble �������� ����� ���� ������
���� �� �� ������� 
���� �� ).* +,bble! 1���


���� ����� ��� �� �������� ����������� ������������ ���� ������ ���
������� �� � �����

����� ���� �� ��� 
����� ��������� ���� �� 
����� ������ )&& +,		�!��

-������ ���� ������ �� ����	����� �� ������� �������� ������
���� ��������� �� 023

����� 2����� 4�����
 �&)& ���� �023� �&)&� �� )#!" ��� )"!. 	��! 	������ �5		�� ��

��� 
�� ���� �� ��� 42-6 ��� ��� ���� �� ��� ����� �74��� ��� ���� ������
���� ��

��� ������� )!#) ��� .!)� 	��! ���� �5�� ������ ���� ������
���� �� ����� ��� ��������

�� 
����� �� *# +,		� ��� ��� ��� '. +,� ��� ����� ��������� �� ����� 8��
 ��&))� 9��


:���� 6���! 8���� �� 
��;������� �� ��� 023 ����� 2����� 4�����
 �&&/ ��� �����

��������� �������� �023� �&&/�� �� �������� � �������� ����� ���� ������ �� ��������

�� ��� 42-6 ��� ������� �� �!#�
!�! �� ��� 74� ������ ��� <��� �$ �����! 0� ���

���� ��� �� ������ ���� ����� ��� <��� �$ ������ �� ��� 74� ��������� ��� ���������

����� ������ ������ ������ ����	 ������ ������� ���� ���� 	� &!&$�
!�!� ����� ��� ����

��� ��������� ����� � ����� ����� ���
������ ������ �=������ ��
��������� ��� �� ���

<��� ������ ���������> ���� ���� �� ��� ������ ������ ������ ���� �� ?���! ��  ��! �!"

������������ �	 �
 ��	 
���� ���	��� � 
����� ���
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��� ��� ��tCO2 ����� ������ 	�� ����� ���
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����	��� 
��
���	���� ��	� 
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�

���� 	�� �����  ����� !�	���" #��$ �������
� 

������ ��
	��� 	������ #���� ��� 
��
���	��� �

�

���� 	� ��
���� �� ���%���� ��	���� #��& ��� #��� �� 	�� ! '(� ����� �	 ��
���
�
 �� #��%����
�� 	�� )!� *� +� #��$� �� &,� -���� ,��.� '����
	��� 	��
� ��������	�� 
�����
 ��� 	�� �/����� ������
��� 
��
���	��� 
�����
 ������ 	�� 
��� ������ �� � ���� ���"�	 
�����	��� ��	� �����
�� ���
��

*	��
� 
�����
 ��� ����%���� �� 	�� ! '( ��� ���#%���� �� 	�� )!�. 	� �����0���	� ���
��


�����
� �� ��� � 
��
	��	 ��� ���
�� �� 	�� ! '(� ��� �� ��
���
� �� 	�� )!� �� #�1%����
�� 	�� 
��� �����  ����� !�	���" 

������� 
��� 
��
���	��� ��
����
 �� ��#%���� ��	���� #��2

��� #��� �� 	�� ! '( ��� ��
���
�
 �� #�&%���� �� 	�� )!� *� +� #��$� �� $�� -���� ,�1.� '����
	���
	��
� ��������	�� 
�����
 ��� 	�� �/����� ������ 
��� 
��
���	��� 
�����
 ������ 	�� 
��� ������ ��
��� 
	������ ����� ��	� �����
�� ���
�� *	��
� 
�����
 ��� 3��#%���� �� 	�� ! '( ��� ��%���� ��
	�� )!�. 	� �����0���	� ���
�� 
�����
� �� ��� 
��� ���
�� �� 	�� ! '( 
������� �� ���4%�����
��� ��
���
��� �� �����0���	��� #�&% �� 	�� )!��
-��
� �� ��
� ������� �/����� ������ ����	� ��	�
 ��� /��� 
��
� 	� ��
� �	��� �
��

 	�� ����


������ 	�� ������ ���� #��2�#��& 	������ #��� ��� �� �����0���	� 	��� �� �

����� � 
��
	��	
������ ��� ��	� ����
 �� 	�� ! '( ��� �� ������ ����	� �� #�5% ��� ��	� ����
 �� 	�� )!�� 6�	�
	��	 ��� 	�� 
��� ������ �� 	�� ! '(� 	�� ��7����
� ��	���� ��� �

���	��� *�%. ��� ���	 	��
�����  ����� !�	���" ��	� ������
 *��4%. �
 
������ �� 	�� ���������� 	��� ���	 	�� 
�	�� ������


����
	 �� ��
	 
���	8 ! '( 
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���	��� �� 	�� �����  ����� !�	���" �
 �

���� 	� 
����	�� ��
���
�
���� ��	�� #�,1� ��� ���� 	��� �� 	�� ���9�
	�� 
��
���	��� 
����� �
 ������� �����0���	��� :���

#)
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��� �����
 ���
�

�� �
� 	������� 
���� ���	� �
� ����	��� ����	 ��� �� �����
���� �
� ��		�� ����	

���
�� �
� ���� ��� ����	� �� �
������� ���	���� � 
���� 
������ �� ��� ����	 �� �
�

	�������	 ���
 � ����	���� �� �
� 	�������	 ���
��� ����	���� � 	�
������� ������ ��

 �� ����	 �	 �	��� �� ����� �� ��!�� �
� ������ ���
 �� ������	���� ����
��	� ������ �
�

���� ���	�
����� ����
�	 ��� ��� ������� ������!��� �� "#$ ���
	� %
� �
���� �� �
�

�
�		���	 �� �
� ���
��� ��
���	 �	 �����	 
������ ��� ��� ����	�

�
�� �
� ���������� ����&��������� ����� ��	�	 k(r, A) ��� ���	������� �
�� ��� �	&

	�
�� �� �� �� �
� ���
 k(rt, At) = κ rt
St
� �
��� St �	 �
� �
���� �� �
� ���� ��
������

����������� �� ��
� t� St ≡ S0 − At� �
��� �� �		�
� �
� �
���� �� ����
������ �
�&

���������� ����������� ����� S0� �� �
���� �� 2795GtCO2e ��� ��� ��� 42 000 GtCO2e

��� ���� ' ���	��� �����	������� �� ()* +���,�- ��	����� �	��
���	 �	 ���� �	 �� ��&

�����
����� �
� �
���� �� ��� �
�� 
�� �� ����������� ��� ��
���� ��	�	 ��������� ��

�
� ���������� ��	� ���!� �� .��� ��/� %
� ����
����	 κ ��� ���������� 	��
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 	��� 
�����
	 
����� Dh,t = Dt = D (Et)� ����� Et ≡
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���� �� ���� d′(E) > 0�

2���
�� 	�������� ��� ����� 
�	������
0�
� �� ������ 
����
�� �����
���� ������
�� ���

����
�� 	�������
�� 	��
	� 
� ���� �������
 �� ��� 24 

u′f (ef,t) = pt. �.�&�

2��� ���
�	��� �����	� ����� �
�� 
�	����
�� ����
��� 	��� ct = c(Et)� c
′(E) > 0� /��

���
�� � 	�����
�
�� ���5��� 
����
	 ��������
�� ����� ���� ��� ���
�
0��
�� ��

������ �� � �����	 �
��
 ��
� �	 ��
 ���
�����
� 
���� �	 ����	
� �	� �
���� ������� �	� ���

������� �� ���
 ����
����  �� �
���	� !��� ���
����  �
� 
��������	� ��
 �
��	� �	 ���� ���
� ��"
#
 ��	���
�
� �� ��
 �
���	�$ �
������ ��
���% �
� �
��	��

����
 
&�
	���	 �� ��
 ���
 !���  ��
��	 �����
 ������ #
 �������� ��!���  �� ���� � !���  ����!��

&,)



��� ��� ������� �	
�� �
 �	
�� ������ ���
����� 	 ������� 	�������� ��

pt = ct +

ˆ ∞

t
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���

���������� 	
������� 

���� �� ��	���� ��� �	�� ����� ��� �������� ������� ��

��������� �� ���
	���	

 �	� 
����
 
��
�� ����� 	 ��������� ��
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max
eh,T

U =

ˆ
T

e−ρt [u(eh,t)− eh,tpt −Dt] dt,

����� ��� �	��� pT 	�� ef (T ) 	�� 
�������� �
 ��� ������ �	��	#
� �	�� eh,T 	�� ���
����
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��������� ��� �����	
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dU(e∗h)
deh(t)

= e−ρtu′(eh,t)− e−ρtpt −
ˆ ∞

0

e−ρseh,s
dps
deh,t

ds �����

−
ˆ ∞

t

e−ρsdsds−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t
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	�� ��� ����� 	�� ���
��� # dDs

deh,t
=

∂Ds

∂Es︸︷︷︸
ds

dEs

deh,t
	�� dEs

deh,t
= ∂Es

∂eh,t
+
´∞
0

def,u
det

∂Es

∂ef,t
du�

���
 ��� dEs<t

det
=
´ s
0

def,s
det

ds 	��
dEs≥t

det
=
´ s
0

def,s
det

ds + 1� 
�	���� ��
´∞
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e−ρs dDs

det
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t
e−ρsdsds +

´∞
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e−ρsds
´ s
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deh,t
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�� C = ct 
� �	�� ∂ e−ρt(pt−C)
∂t

!
= 0� ������� 
�� pt ������ ��� ������
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������� ��� τt� 	�
����� �����
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u′(eh(t)) = pt + τt,
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���
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����� ���������� 
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����

eh,t�

�� ���  !" �������� dU
deh,t

= 0� ��� ��� 
��� τT ���� �������� ��� �
��
�� 	�
�����

�����

���� ����� eh(T )
∗ �� ���� 	����	 ��

τ ∗t =

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds︸ ︷︷ ︸
������ ����	�

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)eh(s)
dps
de(t)

ds︸ ︷︷ ︸
����
��
������

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)ds

ˆ s

0
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deh,t
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�����	
 ��
�	
� 	� Ur = zr +
´∞
0

e−ρtur(er(t))−Dr(t)dt� ���
� z �� ��
����� ��������

���� �� 	 ����
	�
� ����� ������ 	������� ��
���� �	���	
 �	
$��� ������� ��

�����

�����
	����� �	� 	
�� �� ��	����� 	� 	 ���
���� ��
 ��� ��. �� 	 ����������� �	�� ζt�

���� z =
´∞
0

e−ρtζtdt/ ur(er) 	� 	� ����	��	����� ���
 ����������� ���
��� 	�� Dr ��

��� �	�� �� 
�����	
 �������� �	�	���� 0�
 ��� �������� 
������ ����� �	� �	� �
	���

��
� Trf 	�� Tre �� ��� ��
���� 
����� 	�� ��� ���
 �
�����
�� ��� ������ �����
	���

�� z0 = z + Trf + Tre +
´∞
0

e−ρte(t)ptdt� 0�
 ��� ��
���� 
������ �������	

� 
��������

��� �
	����
 Trf � �� �
���� z0f + Trf = zf +
´∞
0

e−ρtef (t)ptdt� #�� ���
 �
�����
1�

���
��� Ue �� ����� 	� ��� 
���
 �� ����������� �� 	 ����
	�
� ����� ���������� �� ���

��. �� ���
 �	
�� �
�&�� ��� �� �
�������� ����� �
�� 	 �������	
 
������� �
	����
� Tre�

Ue = Tre+
´∞
0

e−ρt (pt − ct) ew(t)dt� ���� ew(t) ��� �
��	
 ���
 ������������ pt ��� �	
��

�
���� 	�� ct ��� ���
	����� ������
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��
�� ��������� 
�����
�
´∞
0

e−ρt

⎡
⎢⎣u(e(t)) + uf (ef (t))︸ ︷︷ ︸

��������	�� 
���


− (e(t) + ef (t)) ct︸ ︷︷ ︸
�������	�� �����

⎤
⎥⎦ dt� 
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�
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 �� ��
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�
"
�� �	� 
�� �� ����
�
� ��� ��������� ����
�� ��� ��������
$ ������� ����

���
"�� ��� �	� ����� �� �	� ����
��� �������
� ������� U∗� �	� ���� ��
�� pt� ��
� ��

�	� ���
����
 ��� ����
��� �� �	� ���� ��������
� ������
 ��� ��� ���� �	� �������
��

��
�
� ct� �
 ���� �
 �	� ��
���� ��
�
 ��� �	� ����
�
� ���
��� Dt� ��� ������� 
���������

���� �	� ���
���� ���
����
�� ��
�
�
�
)

maxeh,T U∗ =
´
T
e−ρt [uh(eh(t)) + uf (ef (t))− ew,tct −Dt] dt� �	��� ���	� �	� ����
���
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�
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� ct ≡ c
(´ t

0
ew,sds

)
� Dt ≡ D

(´ t

0
ew,sds

)
� �
�	 ef 
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�
��� ��*���

�� +�
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�� �� ����
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./0�  � �	�
 �������

dU∗

deh(t)
= e−ρtu′(eh(t)) +

ˆ ∞

0

e−ρsu′f (ef (s))
def (s)

de(t)
ds− e−ρtct

−
ˆ ∞

0

e−ρs
[
def (s)

deh(t)
cs + ew,s

dcs
de(t)

]
ds−

ˆ ∞

t

e−ρsdsds

−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.
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���� ���� 	
��� 
�� 	
��� �� �
�� u′f (ef (t)) = ct +
´∞
t

e−ρ(s−t)ċsds� ���� �������

dU∗

deh(t)
= e−ρtu′(eh(t)) +

ˆ ∞

0

e−ρs
[ˆ ∞

s

e−ρ(u−s)ċudu
]
def (s)

de(t)
ds︸ ︷︷ ︸

I1

− e−ρtct

−
ˆ ∞

0

e−ρsew,s
dcs
de(t)

ds︸ ︷︷ ︸
I2

−
ˆ ∞

t

e−ρsdsds−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

�� ��� ���� ��
� ����� I1 
�� I2 �� ��� 	
�
� �
���� ���� �������� ��� 	
� �� ���� ���

��!������ �" ��� �#��
����� ����� �� �
�� dcs
deh(t)

= c′s ·
[
{1 �" s ≥ t ���� 0}+ ´ s

0

def (u)

det
du
]
�

���������� I2 ��������
´∞
t

e−ρsew,s [c
′
s · 1] ds +

´∞
0

e−ρsew,s

[
c′s ·
´ s

0

def (u)

deh(t)
du
]
ds� $�����

��
� ct ≡ c
(´ t

0
ew(t)dt

)
������� ċt = c′t · ew(t)� I2 ������!�� ��

´∞
t

e−ρsċsds+
´∞
0

e−ρsċs ·´ s

0

def (u)

deh(t)
duds� %����� "������ ��
�

´∞
0

e−ρsċs ·
´ s
0

def (u)

det
duds �� 
 ������ ���&�� ����'

��
� ���� ��� ���� (
��
) ��!��� &� u ≤ s� �� *���
´∞
0

e−ρsċs ·
´ s

0

def (u)

det
duds =´∞

0

´∞
u

e−ρsċs
def (u)

det
dsdu� ������ ��������� u 
�� s ������ ��� �
�� 
� I1� ����� I1


�� I2 ���� �
���� ��� �� ��� 	
�
� 
�� �� ���

dU∗

de(t)
= e−ρtu′(eh(t))− e−ρtct −

ˆ ∞

t

e−ρsċsds−
ˆ ∞

t

e−ρsdsds 	
� �

−
ˆ ∞

0

e−ρsds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

��� �+, �" ��� �
#���-
���� ���&��� ���� ������� ���� 
 ���������
���� &� e−ρt ��

������ "��� 
 ������� �� ������� �
��� �#���������

u′(eh(t)) = ct +

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)ċsds+
ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds 	
�.�

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)ds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds.

���� 
 �
# �" �
�� τt� ��� �������
��-�� �������� ��������� 
�� �������� &� ��� ����
��

�+,� ���
���� ����
�� &���!�� 
�� ������

u′h(e(t))
!
= pt + τt.

/��
�� "��� ��� 	
��� ��
� ��� ����������� ��������� ��� pt = ct +
´∞
t

e−ρ(s−t)ċsds� ���

��� �
# τt �� ����
�� ��� �����
� ����������� ����� 
�������� �� ��� 	
�.�� �� ����

��0



�������

τ ∗t =

ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds︸ ︷︷ ︸
������ ����	�

+

ˆ ∞

0

e−ρ(s−t)ds

ˆ s

0

def,u
deh,t

duds︸ ︷︷ ︸

����	�

. ���	
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��� ���� �� ��� ��� �� ��� ���	
 �� ��� ������ �������� ��������� ��������� ��

��� ��� ������� ������
 �� ��� �������� �� ��� ������ �� ��� ������� ���� ���� t �� �� ���

������ �� ���������� ��������� ���� ��������� �������� ��������� �� t�  ���� ���� ������

��� ������� ���!�� ��"� τ ∗Pigou ���� ��� ���#
� ��� ������ ���� �� ��� ���$��� ����������

%�������&� �� �� ��� ��� ������� ����� �� ��� ������ ������� ���������� ���� �� � ��������

�� ��� ���������� ������ �� ������� ��������� �� �������� �� ��� �������� �����������

������ �� ���� t� ����� ������ ��������� ��� ���$��� �����������  ����  ��� �������

���� �� ��� ������� ���������� ��"  ������ ������������� ��� ���'
� �������� ���������

��� ������� ���������� (�������)���&* ��" ������ �����)��)����� �+���� ��� �!����, ��

���������� ��� �&���������� ������������ ��&���� ��� ��������-�� �����

������� ��	
�� �	���
 .��� ��� ������������ ������� ��� �&���������� ��������)

���� ����������  ���� ������� ���� ��� ������*  ������� ��� ����& ��������� ���� �� ��

����� ���� τ ∗t �� ��� ���	
 �� ��� �!����� �� ���$��� ���� ���������� �� ��� �������

 ���� ��� ��������� ��"� ���� ��� ��� ������� ���!�� �����& ��

τ ∗Pigou,t =
ˆ ∞

t

e−ρ(s−t)dsds > 0. ���#


/������ ��������� ��� 0��$��� �1232
 ��� ���� ���� ����������� �� ��� ������ �������*�

������� ������-��� ��� ����������� ��� ��� ��������� �"�������� ��� �������� �����

/���������&� ��� ����� �� ��� ������� ���!�� ��" �� ���� � ������ ��� ��� ������� �����

�� ��� ������ �������� ������� ���� � ���� �� �������� ������ dt� 4���������� ��

�������)����������� �������� ������������ �+���� �� ��� ����� ��� ������� ��" !������

������� ������ ���& ���������� �� � ����� �� ����� !�� ��� ��� !�&��� ��� �������  ������

�������� ��� ������� ����� ��� ��� ��������*� �&����� ������� !������� ����� �� ���

������� ������������ �� ��� �������� �� �!����� �� �"������������

5���� ���� ��� �����" �������  � ���� ḋs > 0 ������ ��� ���� ����������� ������ ���

��" �� �������& ��� ���� τ̇ ∗Pigou > 0� 6���� ��� ���	
 ������� ���� ��� ��" ��� � �� ���� ����

��� �������� ���� ���� ���� ��� ��� %����� �����������
7  � ���� τ̇ ∗Pigou,t = ρτ ∗Pigou,t − dt�

����&��� ���� τ ∗Pigou,t ��� � �� � ���� gPigou,t = ρ− dt/τ
∗
Pigou,t︸ ︷︷ ︸
>0

< ρ� 8� ���� �������-�7

��	�	����	� ��� 6!���� ���$��� �+����� ��� ����� �����" ������� ���� ����������
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�������� 
������ τ ∗Pigou� �� 
������� 
�� �������� �������

������� 
� 
 �
�� gτ,P igou ����� �	� �������� �
�� ρ�

τ ∗Pigou > 0 
�� 0 < gτ,P igou < ρ.
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���� �� ������� ������
���� �	 �
��� �����
 �� ������	
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���� �	
���� ����� � �!� 
�� � �"��� �	
� ��� �	� �
���
� �
� 
� ����

	 ���� ��� �������� ��
��� �� �	� ���
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#��� �� �
�������# ��

������������ σ = 1/(1 − δ) �
��� �� �

���� ��
� ��� ����������� �� � �
��� ���(����

B� Y = F + B� !�� ���(���� ��# �� �
�	���� �� ��# ��	�� ������ 
��� ��������

�
�������#� ��
 �� ��������� �
��� ����� ��# 	�
# �	�
 �����

)� � �
���
�# �� ��� '�$ ���
������� ��������� ��� �����
# ���
 ���
����� ����� cF � ��

cF (px1 , px2) =
(
aσp1−σx1

+ (1− a)σp1−σx2

) 1
1−σ � ���� ��
 � ������� ���
����� ���
 �������*

���� F � ��
 ��� ���
 ����������� ������� x1 = F ·
(

acF
px1

)σ
� x2 = F ·

(
(1−a)cF

px2

)σ
� $���
#

�� ���� ��� ���
����� ���
 ��� ��� ��� ��
��� ��� �
��� ���(���� �� 
����
# ����
�� ����

� ����
������
# �
��(���� ��������� ���� 
������ �� ��� ���(
# ������	� ��+�
���� ��

����
 ���� �� ��� �	�
�

 ���
�# �
��� pY �

F ≥ 0 ⊥ pF − pY ≥ 0

B ≥ 0 ⊥ pB − pY ≥ 0.

,������ ��� 
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 ��
��
����� �� ��� ������ ��
����
� �� ����#"� 
������
 ��
 ���

���
 ����������� 
���� ���
��� 
������
 ���
� ��
�����
� a �� ��� '�$ ���
 ���
�������

��������� ��� ��������� ���
 ���
�# �
��� ��

 �� ����
�
 ��+�
 ��
��� ��� 
������� ���
�*

���� �
�� ��� ���� �� ��� ���
�������� �� ��� ���(���� ��

 ��� �����
# �������� �� ���
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 �

��� ��
 �� ���������� �
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�������*
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�
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���� ����	����
 �	��
������� �����
� ����� �� ����� ������ �������� ����� �	� ��������

����� �� ��� ��� �	�� �

��
��� ��� ��� �������� �������
��� ������ �� ������ 	� ��

������ ��� ������� ���	� ��� ���� ���������� ��������� ���� �� ��������� ��� ����� ��

�	����� �	�� ����	������ ����� ������ !������� �� ��� ��	�� ���� ������ ���	�� ��� ����

�� ��� "����� �� ������ �����# ���������� ����������� ��� ��� �������� ����	������ �����

����� ���������� ������ ��� ����� ���� �� ��� ����������� ������� ��� ���� ������������

��� ���������� �	�� ������ ��� ��� ��� �

��
����� ���	�� ���� ��� ������� ������������

��� ����� ���� ��� �	�� ������ ���� ��� "���# ���� ���� ��� ��
��� �� ��� ���
���� �����������

������ $� ��� ���
������� ��������� �� ��� �	��� �	����������� ��������� �	�� ������ �� ���

���
 �	�� ���� ����� �� �� � ��	���� ����	�� ��� �	� ������� ������

�	������� ��� ���	��� �� ���� ����� �	��� �� ��� ������������� ������ 	���� �������

������������ %�� �&��	��������� �� ��� �	��� �� ������� ���� �� �&�������� ���� �	���

���� ��������� ��� ���
���� ���� �� �&�������� ����� � ������� �	�	������ ���	�� ��

��� �	�� ��� ���� �&�������� %��� ��������� ������� �� ��� ��
���� �����'	���� �� ���

��������� �	�� "���������� ()*+# ����� ������ ���� "
���� �������� ����
�������� �����#

�����
��&���,��
 ����	��� ������ �&����� ��� �	��� ������� �� � ��'	���� ��������
 ��

�&�������� �����- ��� ����	���� ���� ��� ������ �&�������� ����� ��� �&������� ����� ���

��� ���� ���� ��� ��
���� �&�������� ����� ��� �&������� ������� !���� ���� �������� �	���

��� ���	���
 ��� ����	��� ������ �����	�� ����� ��� �����	�� ���� � �����	� �����	��

���� ρ��� > 0� � �	�����
���	� ����������� ��� ��� ����� ��&���,����� ������� ��� ���

������ �� ��� ������� �	�� ����� �� �������-

H = rt · (pt(rt)− c(At))− λtrt ".�(.#

����
·
At = rt ���A0 = 0, ����At =

ˆ t

0

rsds,

����� rt �� ��� ���	�� �� ��� �	�� �&������� �� ���� t� At �� ��� �	�	������ ���	�� ��

��� �	�� �&������� ���� ��� ������� ������ 	� �� ���� t� �������,�� �� / ��� t = 0� c(A)

�� ��� ���
���� �&�������� ���� ����� ��� �&�������� �� ��� A 	���� �� �	�� ���� ��	�� ��

�&������� �� ��� ������ ������ ��� pt(r) �� ��� ������� ������ ��� ��� ���������� �	��

�� ���� � - ��� ����� pt ���	��� �� ��� ������������� �	�� ������ �� r 	���� �� ��� �	�� ���

�	������ "���� ���
,��� �����
����� ������������ �� �	�� ������ pt ��� ���� ������ ��

��� ���	�� �� ��� ����� �	�� �	������ �� ���� t#�

%�� �0�� �� ��� ����������� �� �'� ".�(.# ����� ��� ��������
 ���������� ��������� ���

����� ��������	�� 
��

� ��� � ������� ����������� ����� ���� � ��������� ������� ���������
���	��� �� � ������ �	��������� ��������� �	�� ���� �	���� 	��� ��� ���� �� � ������������ ��� ����

�� � ��������� � ���������! ���� "������� �� ��� 
��

� �� � ������� �	� �	�� ���� �� ����� ���� ��
�����#������� �� ��������
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��������� ��	�
����

∂H
∂rt

= 0 : pt(rt)
!
= c(At) + λt �
����

λ̇t = ρ���λt +
∂H
∂At

: λ̇t
!
= λtρ��� − ċt,

����� �� ����� ct ≡ c(At)�
�� ��� �
 
��� t λt �� 
�� ������ ���	� ��� � �������� 	��
 ��

����	��� �
��� ��
�� 
�� �	�	��
��� ��
���
��� �� At ������	� 	��
��  � 
�� �
�
�����!

�����
��� �"�� �
����� ������ 
�� ����	��� ������ ���	� �� 
�� ��#������ $�
���� 
��

����� 
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�� ����	���� ������� �� 
�� �����
 ��� 
�� ��
���
��� ���
�� 
��
 ��� 
��

���%	��
 ����	��� ���
 �������� $! 
�� ����	���%����� ��� ����� �
 
��� t�

����������	 &�� �	�� ������ ��� 	
���
!� ������
��� ��� ����$��
�� ��������� 
� 
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�	����
 �������� ����	��
��� �� ��� ��� ���� �
 �	����
 ������ �� 
�� '"() ��� 
��

*��%'"() ������ ����  ���� �� ��� 
� 
�� ������� �����
% ��� �����%����� ����
���
��� ��


�� ��������� +�
����
����!� �����
 ��� ����	��
��� �� �,- ����� �� 
�� .'/ 
��� ��


�� '"()� ���� ����	��
��� �� 
�� .'/ �� �����
 
���� 
��
 �� 
�� '"()� 0�������!


� 1����$�� �
 ��� ��22,�� �� 
�� ���� ����$��
��� �� ������ �� ����
���
! �����
�! $����

	��
! ��� � ���� �	$�
�
	
�$���
! �� 
�� �	���� ��

��� ε = −0.9 ��� σ = 1.1� &�� ����

�	$�
�
	
�$���
! $�
���� ��� ��� ���� �����! ��������� 
�� ��3�	�
! �� ��������� ���� ��

�
� ��4�� �������
����� $! 
�� ����� �	�� ����� �*�
�� �� ��� �������� ��� �	�� ����

���
���
�� 
��� ���� ��������� 
���	���	
 �	� ����� ���	��
���� �
 ���� �����
����! $�

��� ����� ������
! $������ ����
����! �
������ ���� 
���� ����!��� 
��
 
�� �����$���
!

�� �	$�
�
	
��� �� ��� $! ���� �� �� ��������� ��
��� 
��� 
�� ����������� &�� �����$���
!

�� �������� �!�
��
�� ��� ���� ���� ���	����
��� ����� ������ 
�� ����%
�%���	���� (&5�

�������� ���� $� ������� �� � ������
� ��������

&�� �	��� �� 
�� ��
���
��� ���
 ��� ��� �� � �	��
��� �� �	�	��
��� ��
���
���� �� ��%

�����
�! ������ 
���	�� �
� �������� 
�� �	��
��� ������ 
�� �	�	��
��� ��
���
��� A ���

� ������� �������� ���
� A(c)� &�� ��������� �	��
����� ���� ������� 
� ����� � ���!

���� �
 
� 
�� ��
���
��� ���
 �	��� $! .����� ��226��

A(c) = p3/(1 + exp((c− p1)/p2)) + p4 exp((c− 45)/p5).

��
���� ���� �� rt =

∂At

∂t � �� ���� ċt ≡ ∂c(At)
∂t = ∂At

∂t
∂c(At)
∂At

= rt
∂c(At)
∂At

�
����� 	
��� ��	
���� �� 	��������� �� ������ �� �����������
� ��������� �� ���� ������
����
����
 �� �
� ������ ����  !�� "�� ��� ����	� ���	� �
����	��� "�� ��� "��
 	����������� �� ���

#$%& ���  !�'� "�� ��� (#)� ��� ���� ���� 	���� ���	� �
����	����� �" !��� �� �������� *���� ��� 
�����
������ �
����	��� ��� ����
��� ������ �� ��� +�� #$%& ������ ���������� ��� �������������� ���� ��
�	������� �" ��� ����
����� 	�������� �������� ���� ���� ����� "��
 ������ ����	���� ��� ������	�
���� �" ��� ����
���� 	��������� ,� �� ��������� -�	���
��� �.!��� 
���� 	���� ���	� �
����	����� "���
������� ������	�
 �������� ��������� !�!/ "��� ��
 ���� ���� �� 	��
 ��� !��. "��� 	��
 �� ��
�
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 ��� �
�������� ���� ������

�� ���� ��	
�����
 ��� ���������� p1 ������� p5 �� ��� �������
�� ���� ����� �� ������

������� �� �
�� ��� ��� �! ��
� "� ����

�� �� �	���� ���#��� ���������
���� �� ���

������ ������ $�������! ����� 
� � ���� ���
 ���������
���� ��� ��� ��� ���� ������

%&� �'(()� ��
 �� ��������	� ���������
���� �� ��� %&� �'((*� ���+���
���� ��

%�

���
�� �������
�� ����� #�� �� �� ��,(-� ���	! ��� ���	 ���� ����� 
� ������ ������

������ ��	� � ��	��
��	� ��
��� #����
�� �# ��� ����		� ���
����
 ��������� �# �. (((-�

���	 �/&��! '(�'�� $�������! �� ������ �����! �� ��
�	� ���	 �������� 
� 	��� 
���
	

���� �
	!  �
�� 	
0�	� 
� � ������ #�� ��� ��������� �# �
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�
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�����	
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���� ����� ���� ������� ��� �������	�
 ����� �
� �������	�� ����
������� ��	� ��� ���

������� ���
�	�� ��
�	����� 	
 ���
�� �����	
�� ���� ��  !" ��� ����� #$%�&� ���������'(

���� 	�� ��� ����� �	��
 )� c = 50 $/t eA/996Gt* +	�* ,* ���-� ��- ��	� ����� ����	���

� �������	�� )��-��
 ��� ��
���� 	��� �� � ������� ��
��� �������	�
 ���� ������ �
�

��� ���� ��	
�� ���� ��� ������ ��
��� �
� ��
���� ���.���	�
 �� ���
�� �#//$'*

0� ��
������ ��
�	��� �-� �	����
�	
� �������* 1����� # ��
�	��� �� ����� �	����
�

����� ��� ��� ���� ��
������ �
� ��� ��� ���� ��������� ρu = ρ = 3%� �� �
 ���������

�������	�� )��-��
 ��� 	
 ����	�� ���)�)�� ����
 ������ ����� �	����
� ����� �� ����

���������� �
� ��� ����
�	���� �	�	��� 	����	�
�� �� � ���	�
�� ���

�� 	
 ��� ���� ��
�

���	
� ���	�
�*�� 1�����  ������� � �	����
� ���� �� �
�� ρu = 0.5% 	
 ��� ��
����
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������ �� ���������� ������� �� γ%���� �������� �� ��� ���� �� ��� ���������� �� � �����-�

������ �� ����� ��� �� ���� ���� ������ ����� ���� ��� ���� ���������� �� ������� �� �

�������� ������ ��� ��� ���� ����� )��� ���������� �����* ��������� �� ������� ��������

������� ���� ������� ���� �������� �� ��� )����* ������� �� ��� �������2� ��������	 '� ����

����� ������� ��� ���������� ���� �������� ��� ���� ������ ��� ��������� �������������� ��

�����-�� �������� �������� ��� ���� ��� ������� ��� ��� �������� ��������� ��������� ���

������� ��������� �� ����� �������� ������������� ���� ������ ������� ��� ���� �������

�� ���� �����	 $��� ��������� ����� � ���� �����%���� �,��� �� ��� ����%����������

������ �� ��� ���� ������ ������� �� ������������ ���-���� �� ����� .	

$����� ��� ������� �� ��� ������ ������ ��� �������� ������� ���� �� ������ ��� ��� ���

������� ������� �� ��� ���� �� ��� ����������� ���������� ��� ���� ����� )���� 0*� ��� ��

���� ��� ���� ���� ��� ����%����� �������� ����	 '� ��� ����� ����� ������ ��� ��������

������� ���� ������ 3����2 �� 4��� ����� �	. �� ��� ������� ������� ��� ������� �����

����� ��	 $��� ����� ��,������ ���-��� ��� ���������� �� 5���� 6������ ���� �,����&

���� ��� ���������� 7����%���� �� ��� ��� ���������� ����� ��� ��� ���������� ��� ����

������ ��� ��������� ����������� ������ �� ��� ���� � -��� ������ �� ���� �����������

)��� ������ ������������� ������� �� ��� ���������� ���������� �������� ������ ���

���������� ���� ������ ������� ���� ���� 4��� ����� ��� �����2� ����* ���������� ��������

��� ���� � ���� ������� ���������� ������ ����������� ��� ���� 7���� ���� �����	 '� ����

����� ������� ���� �� ��� ����� ����� �� ��� ����� ���� ������ �������� ���� �����������

�� ��� ������ ��������� ���������� ������ ������ ���� �������� ����%��� ������ �������	
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�������� 	 �
���	��� ���� z 	�� 	 
���
���� ���� x ��	� ����� p 	�� ����� ����	�

����
�
���� ��	�� �� 	 
��
������	� 
���
���� �	�	��� ��� ��� 	����	��� �� ����� ���

���� ������ �	� 	 �	����	� ��� d�

�������� 	 �������� ��� 	�� 	 ������� �� � ������� ��� ������� r = {h, f}� ���� ��������


������ Uh = z+log xh−d·X� �
����� �� ��� �
���� ������	��� z = z0−p·xh� ���� ����	�

����
�
���� X = xh + xf � 	�� ���� ��	�	��� ����� �	� �� ������� 	� xf = xf0 − αxh�

����� α �� ��� ��	�	�� �	���

��� �������� 
�	���� � !"� ��� �������� ����
�
���� xh ������

p
!
=

1

xh

− d(1− α). �#$�%�

&������� �������	��'�� ����
�
���� ���������� �
����� �� 	 
������	� �	( τh ��
���� ��

��� �������� ����������� 	�� ����� �� ��� !"� ����� �	��� ���� 	���
�� ��	� 
���	��

����
�
���� �	� 	 ���������� �)��� �� ��� ������	� ����
�
���� ����� �	� ���� 	� ��

��� ���������
��� �	( 
��������� ��	� ��� ��� ������ �	����	� ����
�
���� 
������ �
��

�*
	� ��� 
���	�� ������ 1
xh

!
= p+ τ � +� ���� ���
�� ���

� ��� �
���	� ����� �� ��������

����
�
���� ��
������� ����� �� ,*� �#$�%� �	� ��
� �� �
��	���� �� 	 �������	��'��

�	���� �� ��
����� 	 �������� 
���
���� �	( �� ��� �����

τ ∗h = d(1− α).

����������� 	
 �� �����	�� 
���
�� �� ���� ����	� 
�������� �	��
�� 	�� �� ���
���

������
���� �� 	 
�������� ���� ����
	�
� 
��
������	��� 	� �	�
 α ��
� ���
���� ����

���
���� �� �
���
�� ��
�� �
 �	�
 	 �
	�	�
 �	�
 �� α� ��
 �
����	��� �
���	� �
�
� ��

��
 ����	�
�	� 
�������� �	� τ ∗h �� τ ∗h = d(1−α)� ��
�
 d �� ��
 ���
���� ��� ��� ����	�
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���
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������� 	���� 	��� 	�� 1 − α 
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���������� ������

������ �����	�
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� ������

�� �� 	 ���� X� �����
�� �� ��
���	� �����
�� ���

	 ��
�� ���	�
�� �	��
�	� ���
��

p ≡ a+ bX �

� a, b > 0. ������

�� �����

� �

�

� U∗ �
��	��� ���	�	��� 
� 
�� �������

�� �� 
�� ����� �

�

U∗ ≡ z + logX, ������


����
�� 
�� �����
 ����
�	
�
 ��
�� z = z0 − pX = z0 − aX − bX2� �� �� ��

U ≡ U∗ − z0� 
����
�� U = logX − aX − bX2� 	�� �	�
�
!
�� U 
� ���
"	���
 
�

�	�
�
!
�� U∗�

#�� ���
��	� ��	����$� %&' 
� 1
X

!
= a + 2bX� 
����
�� X∗ = −a+√a2+8b

4b
� (� ���
�	�
�


�� �����
�	�
!�� �������� 
	)�� 
�� ���� ��
�� 	� 	 �
"�� 	�� ������� 	�����
�� 
�


�� �����
�	�
!�� %&' ��� U = logX − pX� �	���� 1
X

!
= p� ��
��� 
� ���
�
��
���


���
�� 1
X

!
= a + bX� �
���
�� 
�� ������

�	��� �
��� ���� �	�)�
 �������

�� Xm =

−a+√a2+4b
2b

> X∗�

� ������

�� ���

� 
	� τ ������� 
�	
 �"�� 
�� �	�)�
 ��
���� �
���� 
�� ��

�	�

�������

�� ��"�� X∗* �

� 
�� 
	�� 
�� �����
�	�
!�� %&' 
���
�� 1
X

!
= a + bX + τ

	�� 
��� Xm,τ =
−(a+τ)+

√
(a+τ)2+4b

2b
� +���
�
�� 
�� 
	� 
� ��
�� 
�� �������

�� ��"�� 
�


�� ��

���� �� �	"� τ 
���
�

�� �� ��� ��
−(a+τ)+

√
(a+τ)2+4b

2b

!
= −a+√a2+8b

4b
� �
���
��

τ ∗ = 1
4

(√
a2 + 8b− a

)
> 0� ����� �� ����	
���� �� b 
�� �	��	
���� �� a


������ 	��	��
� ��������� �
�
�	� d� �	 �
�	 U = logX − aX − bX2 − dX
 ��


�
���� �� ��	 �
�	 ������� �
�
�	� �� �� �����
� �� �		 ��
� ���� ��	��� ��	 �	����
���

�����
� �	�	� X∗
d =

−(a+d)+
√

(a+d)2+8b

4b
< X∗
 �� ��	 �	�	���
���	� 
����� �����	 ��	

�
�
�	 ��	�� ����������� �����	� ��	� �������� X� ��	 �
��	� ����������� �� �����

Xm,τ ���� 
���	� 
�� ��	 �����
� �
� �� ���� ���������� ���	� �� Xm,τ
!
= X∗

d � �
	
�
−(a+τ)+

√
(a+τ)2+4b

2b

!
=

−(a+d)+
√

(a+d)2+8b

4b
� ��	�����

τ ∗d =
1

4

(√
a2 + 8b+ 2ad+ d2 − a+ 3d

)
. ���
� 

!	��������� ��
� ∂
∂d

√
a2 + 8b+ 2ad+ d2 = 1√

1+ 8b
a+d

∈ (0, 1)� �	 �		 ��
� "#
 ���
� 

�����	�

τ ∗ +
3

4
d < τ ∗d < τ ∗ + d,

$%�
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 �� ���� � !��� 	��
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����� 	�� ��� �����	� �����������	� �	� ����� �� �� ���� ����� ��
��� ���� ��� �	���

d/(τ ∗d − τ) �� �����	�
��	��� 	���� ! ���� ��� 	� 	���������	��� ��	�� �����������	�

������	���� ����� d ���� τ ∗d �� ��� �����	� �
��� �	� ���� 	�� τ ∗ ��	� �����
� ����
�����
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���# ����� ������

 � ��������� ��
 ���� 
����� �� �� �������# $� ������� �� 	��������� ��� 
����� �	��
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	����� �� �� �	��
�� ���
��� ����  � �� ���� ��� ���'������ τ ∗d < τ ∗+d ��
 ��� ����

�� ��
� �������� �� ��� ��� ��	��� τ ∗d = τ ∗ + d(1− α) �� ���� �����
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�
 ���
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 ��� ������ �������
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����������� ��	
� �	 τ ∗� 
��
� �	� 
���� ��	��� α� �� ���
 ��
� �� ��	� ���� ��� 	������

	������ ��� ����
 
�	�� 	� ��� 
�� 	� ��� 	������ ��� �� ��� ��
���� 	� �	�����	� ���

1− α ����
 ��� ����������� �����

����� � ���	��
��
�� 
� ����
� ���������

�	�
���� ����	��� ������� ������	�
 	� ��� �	�� U = z0−p(E) ·e+u(e)−D(E)� ����� z0

�
 ����	��� ��������� �		� �	�
�����	�� e ��� E ����	��� ��� ��	��� ���� �	�
�����	��

p(E) ��� ���� ����� �
 � ������	� 	� ��� ��	��� �	�
�����	� E = eh+ ef � u(e) �
 ��� ����

�	�
�����	� ������� ��� D(E) ��� ������ ��	� ��	��� ���

�	�
�

�	� ������������� ����
�	�
 	� �	����� �	�
����
 �� ��	� u′f (ef ) = p(E)� ��	����

��� �	��
��� ����	� �	����
���
 ��� �	�������
 �	� ��� ��� ������� ������
 ����	����

�����	������� ������ � �� ��� �������� ���� ��� �	����� �	�
�����	� ��� ��� ����

��	�����
! ��	"� �Up ���	 ���	��� �� 	�� ����������	� ��� 	��� �	 ����� ��� ����
����

U∗ ≡ U + Uf + Up� 
�� ����������	� ��	���� �����
 maxe U
∗∗ = z0 − C(E) + u(e)−

D(E)+uf (ef )� 
��� u
′
f (ef ) = c(E)� ��� E = e+ef ��� ���� C(E) =

´ E

0
c(E)dE� ��������

C ′(E) > 0 ��� C ′′(E) > 0� ���� �������� �	
�
 	� ��������	� ������
� �
 c′(E) > 0����

#��������� �� ����� �	��� ������ D(E) =
´ E

0
d(E)dE� $
 �
��� �� �

��� p(E) �	 ��

������
���% p′(E) > 0�


�� �&� �����


∂C(E)

∂e
+

∂D(E)

∂e
= u′(e) +

∂uf (ef )

∂e

c(E)
∂E

∂e
+ d(E)

∂E

∂e
= u′(e) + u′f (ef )

∂ef
∂e

c(E)
∂E

∂e
+ d(E)

∂E

∂e
= u′(e) + c(E)

∂ef
∂e

c(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
+ d(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
= u′(e) + c(E)

∂ef
∂e

c(E) + d(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
︸ ︷︷ ︸
����������	
���

!
= u′(e). �$'�( 


��
� ��� �������� ������� 	� ������ �	�
�����	� �
 �	 �)���� �������� 
	���� �	
�


	� ������% ��������	� �	
� ���
 ������ ���� ���

�	� ����	� ��*�
��� �	� ��� ��������

������ 	� 	�� ���

�	�
 	� �	����� ���

�	�
 ���� ������� ���� �

������� ��� ���� �	
���
 ����� ��
����� ��� ��
��� �� � ���
���� �� ���� 
�� ����� ��� ��� �� 	������

������ ��� �������

+(,



���������	
�� ��
���	� �����
��	�� ����� � ��� 	� �	��� �� ��� ���

p(E) + τ
!
= u′(e), ������

 ����  � !�� p(E) = c(E)"  ���� 	�� #$� ������ ��� � ����" ������	�� �� #$� ����%�"

&�� ��� ��� �� �����	� ��� ���	
�� ����� �& �����
��	��  	�� ��
������	�� �����&��� ��

��� �������� ��� �� ��� ����� ���	��" ��� ��� ��$�	��� 	�

τ ∗ = d(E)

(
1 +

∂ef
∂e

)
︸ ︷︷ ︸
�����������	

�

,

���� 	�" 	� 	� &���� 	���������� �& ��� ���
�'�&'����� �(����  �	��  ���� ������ ��

��� ������ �& ��� ��	�� ���� ���� ��� ������ �& ��� 
���	��� �������	�� ����� 	������

�� �����
��	�� �������� )� ���� ���� ���*�
�� ���� ��� ��
������	�� �& ����"

��� �������� ��� ��� &���	�� �����
	�� �������" ���� �" 	� ��	� ����	��" �� 	������ ���

���	
�� �
	��	��� ��� &��
 ��� ���
�'�&'����� ��� ��
������� +�	� ����������� ��

 ��� ,-��	���� �� ��� �./0/� ���� ��� � 	� ���	� ����	� &��
� ��! &�� ��� ������	� �&

������'����	*� ���!����

����� � ����	
� �
���	� ��
	����	��

������� 1�	��� ��� 2��	���� �����
��	�� �& ����� &�� ���	����	�� ��� �	��� 	� +����

���0�

����� ���	
 ��

��� ���� ����������� ��� �
����

�������� ��� ������ 	
� �
��� �	
� ������

����� � ����
 �
� ���	� ���
�

�	�� ���0 ��� � ��� 
���� ������� &�� � ���	� �����"  	�� � ���!���� ���  	�����

�	$��&���	�� ���  	�� �������� ��
����

0%3



������ ��	
� ��
������� ������� ����� �����

���



����� � ���	�
����
����	��� ��
 �����
 ����� ��� ����	����� ��


����

��� �������	
� �	��� ����	 
��� �� ��� ��	��� ����	���� ��

pt = ct +

ˆ ∞

t
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������ ������ ��� ������� ���� ���������� ��� ��� ����� ������ �����������

������ ��� ������� ��� ������� �� ��� �������� ������� ����� �� ������� ����� ������ 
���� ������ ���

��� ��� ��� ������� �� ��� �������� ���� ����� �� ������� ������ ������ ��� ������ ����� ��������� �
�

�������� �� ��������� ��������� �m̂c� �� ��� ���� �������� ��������� ����� �����  �� ���� ��� �������

����� �� !�"�� �#$$%��

������� ��� �	
	� τ ∗� ��	 
	��	
 �� ��	 ���	��	����� �� ��	�	 ��� ���
	�� ���	
	�� ��
	�

���	 ���	������� ����� ��	 �������� ���� ���
	� �	 ��� �
	�	������	 �� ��
	�	������	

��	 �������� ����� �m̂c1 �� m̂c2�� �� ���� ���	� ��	 	������	 �� ��	 ������� ��� �	
	� ��

��	 	������� ��� ���� ���� �	 ��	��	
� ����	�
 �� �	��� ��	
 �� ��	 ������� �	
	��� ��	�

���� �	 
	�	����	
 �� ��	 ���	��	����� �� ��	 �������� �	�	��� ���
	 ��
 ��	 �	��� 	


	������	 �� ��	 �������� ���� ���
	� ����	����
��� �� ��	 ��		� ��
 ��	 �	
 ���
	� ���

��	 	������	� m̂c1 �� m̂c2 �� ��	 ����	�� !���	����
������ ����	�
 �� ��	 ������� 
���	��

��	 ����	�	��� q1 �� q2� �� ��	 ���	� τ1 �� τ2� ��� �	 ����	��

"�
	� ���� ����	������� 
	�
�	���� ����	� ���� �����	 �� ��	 ���� �� ���	��� 	
 ���	�����

��� �����	� ����	�	�� ����� ��	�� �� ��	 �������� ��
	� ��	 ���� 	������	 m̂c1� �� 	��	�#

��
	�� ����	 ����	�	��� ������ �� ��	 �������� ��
	� ��	 	������	 m̂c2�� ����	����
���

�� ��	 �����	
 �������	� �� ��	 ����� �� $��� %�& ���		� ��� ��	 ��� �	����	 ��
 �	
 ���

��	 '������� (	��
	� 
	�	�
��� �� ��	 
	
������ �� ��	 �������� ���� 	������	� ����

��	 ���	 
���	� ��	�	 ����	�) �� 	� ��	 ��*�	��	
 �� ��	 ����	� �� ��	 ���
	��

+�	� �����
	���� � ���� �� ��	 	������	
 �������� ���� ���
	 
	
���	� 
	�������� �� ��

������ Δmc ���� ��� �	�� ��������� ����� �	��	��� ����� ���� ��	 	������	 �� ��	 ��#

����� ��� ���� 
	
���	 �� Δt = Δmc
βb

βc+βb
� ��	�	 βc ��
 βb ��
����	 ��	 �������	 
���	�

�� ��	 ����	� �� ��	 �������� ���� ��
 ��	 �������� �	�	�� ���
	�� ,�	 ����	����
���


	�
�	���� ���� ��� �	 �������	�� 	
 �� ��	 
	
������ �� ��	 �	������� 	������� ����	#
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��
�� ���� �
�	�� ��������� ��� 
� ����� �� Δtax
q = Δt

βc
= Δmc

βb

(βc+βb)βc
�

�� ��� ��� ������ ��� ��

��
�� �� ��� ���
���� �� ��� �	�
��� 
���� ���� 
�� ���� 
����

��� �� �
������ ������� ���� ��� ���	�� 
� �
�� ���� ��� 
� 
� ����� �� Δquota
q = Δmc

1
βc+βb

�
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�� ���� �	��
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�� �� ��� ���
���� �� ��� ����
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� �� ��� 
�	�
�� ��
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�� 
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������� ��� ���� ����� � 	�
�� ������� 
� ���� ��� ����� � �����
�� ������� 
� ����

�������
Δtax

q

Δquota
q

= βb

βc
� �� ��� ���� �� ���� 
� �
�� ���� �
���� ��

��
�� �� ��� ���������

��
�� ���� ��� �	�
��� �
���� ������� ������� ������� 
�	��
�� ��� ������
�� �����

�����
�� ������

�� ������
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∣∣∣∣b′′g(qg)c′′g(qg)

∣∣∣∣
{

> 1

< 1
, !��"#

����� b′′g(qg) ��� c′′g(qg) � 	���� ��� ������ ���

��

�� �� ��� ��������� ������ ��� ���

��������� ���� ���
�� 
� ��� 

�
�
�� �� ��� �	��� ��� ��������� ��
�� qg� $�� !��"#

������	���� �� ��� ������ ������ �� %�
�&��� !�'(�#�

��� �����	 
��� 
������ �����

)��������� ��� ���� ��� ���
��� � ������ ��
���� 	��
�� �������� �� �� �		�� 
������
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��� �� �
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�� �����
�� �� ��� ������ �������� �� �� 
�� ��
��
���� ��� ���� $��� !���# ���

!��.# ��	������ ��� ��������� ���� ��� ������ ���
�� ���� ����� �� ����
��� 
� ���
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��� �������	
 ������ �� 
������ ��� �	���	 �� �������	 ������
 �� ����������� ����

� �������	 ������
 �� 	���	
 �� ���� � 	���� ����� �� ��� �������� �
��� �� ���������

�������	������ ���������� � �	���	 ���� �������� 
��� ��� �	���	 �������� ���������� ��

� ���������� cg(qg)� ��
 �� ����������� ���� � �������	 ��������� ���� �������� ��� �

������� ������ �� � �������� �� ��� ��������� ��

c(q) = cg(
q

a
) · a, �����


���� a �� 0 < a < 1� ��� ���������� ��� �������� �� ��� 
��	�
��� ��������� ����������

�� ��� ���������� ������� ��� q ���������� ��� �������	 ���������� ��� ��������� ������

 !� ����� �� �� ��		�
�� �� ��� ������ ������ � �������� a �� ��� �	���"� ���������� �

��������� �
 #$% �� ��� ��������� 
�		 �
����		
 ���� ��� ������ �����&�����	
 a �����

�� ���� �� � ��������� �� #$% �� 
��	�
��� ��������� 
��	� ���� ��� 
��	� 
��	��

'��	����� ��� �&���	� �� #$% �
 � ��������� �� ���������� ��� ����� q ��� ����	���

��	��� ������ ���� ����������� ���� ������	
 
��	��  !� ���������

��� ��������� �� �������� 
��� ����������� ��� ������� (� ��� ������ �� ��)� a ������ ��	


� �������� �� ��� �	���	 ���������� ��� ������ ����� �� �� ���������� �� ��� �������	


���	�� ��
� �
 � ������� �������� ������� ��� ������� ��� ����� �	����� ������� ����

�������� ���������� �� ��� ������ �� ��� �	��� 
���� ���
 �����* ��� �	���	 �������

���� � �������	 ��������� ��� ��� ���� �� ���
 ��� ���� ���������� ������ �	���

�	���		
� ���	
���

b(q) = bg(q). ���+�

(� ��� ��		�
���� 
� �&����� ��� ���	�������� �� ���� ���	
��� ��� ��� ���� �� ��������

	����� �� �	����� ��	������

����� ������	��
 ����
�� ���� ������� ��������� � ������ ���� ����������� � �������� a

�� ��� 
��	� ��� �� ��� ���������� ��� ���� ���	������ � �	����� ��	��
 �
 ��		
 ������

���� ������� ��� �	���	 �������� �&�����	����� ������ ���� ��	
 ��� �������� ����� �
 ���

�
� ����)���� ,�� ���� �����  !�� ����� ��� ���+� ��� �� ���� ������	
� -��	
��� ����

�� ��� ������������ �� ��� �	���	 ����� ��� ������� �� ��  !�� ���#� ��� ���.� 
��	�� ���

������ ��� ���� �	�� 
������� 
����� �������� �� �������� ������� �� ��� 
����� ��� �	� ���� �	���
� ���������� �� ����  � � ��� �� �� ������� ����� �� ��������� !	� ����� �	���� 	���"��� ���� �� �	�
�������� �	��	�� � ������� �	���� ��� ����� �� �������� �������� �	�� 	� ��� ������ ����� �� ���
����� �������������� ������� ��� �� 	���� �� 	�� ��� ���#�� ���� �	����  � ������� ������������� �� �	�
��	�� ������

#/0



��������� ��	
 ��� 
����
	 �����	�

c(q) =

(
αc

(q
a

)
+

βc

2

(q
a

)2)
a = αcq +

βc

2a
q2

b(q) = αbq − βb

2
q2,

����� �����	 
�� 	����� ������
���	

c′′(q) =
βc

a
�����

b′′(q) = −βb.

��� ����� 	���	 
��
 ����
��� 
�� 	���� �� 
�� ������ 
� � ����
��� a �� 
�� �����


������
	 
�� ��	
 ����
����	 �������
� 
� 
�� ���
�� 1
a
> 1 ����� 
���	 
� 	�����
 
��

����� ������ ���� 
�� ����
�
��	 ������ �
 ���	
 ����
��� 
� 
�� 
�	�� !��
"��� ��	��
�

������ ���	 
��� ���
�� �� ����
�� #�� 	�
��
��� 
�����	 ���� ���� ����� �� 
��

������ ��	����
	 
�� ��������� �� 
�� ������	 �
���
� ���	������� �
 ���� �	 � ����
���

d < 1� �� 
��	 ��	� ����� 
�� ��	
 ����� �	 
�� 	��� �	 ��� 
�� ��
���	
�� ������ 
��

���	������ 
����
 ����
��� 
�����	 b(q) = (a+ (1− a)d)
(
αbq − βb

2
q2
)
 ��� 
�� 	�����

������
��� �	 
�������� b′′(q) = − (a+ (1− a)d) βb� $�������� ���� 
�� �������	 ��	� 
��


c′′(q) = βc

a
 �� 	�� 
��
 ���� 
�� ��
�� �� 
�� 
����
 ���� 
�� ��	
 �����
��� �	 ������	��


������ 
�� ���
������
��� 
� �� ������� ���
�� a (a+ (1− a)d) ����� �	 	������ 
��� a

��� 
�����	 �	 	���� �	 a2 ��� � ������
�� ����	
�� ����
�� ��� �������� �� ���� 	
������

��	� ��� � ����� ���	��� ��
��� 
��� � ����
�
� ���	��� �� 
��	 ��	��

������������ ��� ������� ��
���
� %������ ���	���� 
�� ��	� ����� � ������ ���

�&
��� ����		 
�� ���
� 
�
 ��	 � ����
�� ����� ��� ������	 ���	��	 
��
 ����
�����

����
 
�� �
���
� �� 
�� 	����
� 
� ����� ������
 ��� 
�� �����
� 
����
	 ���� ����	���


�� ������� #��	 	�
��
��� ��� ������� 
� ������
�� �� � 	������ ������ 
� 
�� ��	�

�� � ������ �� � ������ ��
� ����
�� ����
�� ��� 
�� ��	
 �� 
�� ����� 
� �		�����

���� � ����
��� e 0 < e < 1 �� 
�� �����
� 
����
	 
� 
� ���	������ ��� 
�� ������

������� '� 
��	 ��	� 
�� ����� 
����
 ��������	 � ��	����
��� 
� 
�� ���
�� e ��������

b(q) = e · (αbq − βb

2
q2
)
 ��� �������� b′′(q) = −eβb� (���� 
�� �
�
����
 ��	
 �����

������	 ���������� #��	 
��� �� ����
�
��� �� 
�� ����� �� 
�� ������ ��)���	� �����	


�� ����� 	����� �� 
��	 ��	� 
� ������
��� 
�� ��
�� 
� 
�� ���
�� e < 1�

#��	 ���
�� ������	 ���
� �������
 ���� ���	������� �����	
�� �����
� �������	� *����
�

������ ������ ��	� 
� ��� �
�� �
������� ���� ��� �
� �� ��� �
	� �������� �	 � ��������� ��
�	���

�

���� 
� � 	���� 	��� �	 
������� �
 ��������� ��� 	
�	������� ������� ��
�����
� ���	
��	� ������

�����		� �� ��� 	
���� �� �������� ���� �

�����	 ���� ��������� ��	�

�� ��� ��������� �
����	 ���� �	

�
 � ������� ������ ���� ������������ � ������� �
�����

+,�
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�� �
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��� ���� 
������ 
� ������

����
�� ����
�
���� ����� �� �

� 
�
��	��� ����� 
�� ��������� 
� 
��
�� �

� �
��


�� 
�������� �� �����	�� 
�
������ �� �
�� �
��� �
� 
�
��	��� ����� ����� 	
� ��
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Education

02/2009 – 7/2013 PhD in Economics and Finance, specialization in Economics and 
Econometrics, University of St. Gallen (HSG), Switzerland 

10/2012 – 9/2013 Visiting Researcher, Oxford Centre for the Analysis or Resource Rich 
Economies (OxCarre), Dept. of Economics, University of Oxford 

2/2010 – 1/2011 Swiss Program for PhD Students in Economics, Study Center Gerzensee 

8/2001 – 5/2006 Masters in Environmental Science and Engineering, specialization in 
Industrial Ecology, ETH Lausanne, Switzerland 

8/2003 – 6/2004 Exchange Year in Environmental and Civil Engineering, Indian Institute 
of Technology in Delhi 

Professional Experience

From 9/2013 Head of Energy Systems Modeling, Aurora Energy Research, Oxford 

11/2008 – 9/2012 Research Assistance to Prof. Dr. Dr. hc. G. Kirchgässner (chair economic 
policy) at Swiss Institute for International Economics and Applied 
Economic Research (SIAW) 

10/2011 – 9/2012 Head of Section Environment, Energy and Transport, foraus – Thinktank 
for Swiss foreign Policy 

10/2007 – 10/2008 Research Assistance Chair of Environmental Policy and Economics, ETH 
Zurich

Between 2004 and Research & Work at: Lab for Economics and Management of the 
Environment, ETH Lausanne; Lab for Atmospheric Modeling, 
GeorgiaTech, Atlanta; Lab Environmental Fluid Mechanics, ETH 
Lausanne; Regional Air Pollution Agency, Basel; Triform SA 
environmental engineering office, Fribourg 

2007

Selected Achievements & Affiliations 

CESifo Research Network Affiliation 
Swiss Association of Energy Economics Stud. Paper Award 2012, 1st Prize 
Research Grant Swiss National Science Foundation, 12 month visit at University of Oxford 2013 
Quantitative Section of GRE: 800/800 
Certificate of Proficiency in English 


